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第 八 章 ”向 量 代 数 与 空间 解析 几何 


在 平面 解析 几何 中 ,通过 坐标 法 把 平面 上 的 点 与 一 对 有 次 序 的 数 对 应 起 来 ， 
把 平面 上 的 图 形 和 方程 对 应 起 来 ,从 而 可 以 用 代数 方法 来 研究 几何 问题 . 空间 解 
析 几 何 也 是 按照 类 似 的 方法 建立 起 来 的 . 

正 像 平面 解析 几何 的 知识 对 学 习 一 元 孔 数 微 积分 是 不 可 缺少 的 一 样 , 空 间 
解析 几何 的 知识 对 学 习 多 元 函数 微 积分 也 是 必要 的 . 

本 章 先 引进 向 量 的 概念 ,根据 向 量 的 线性 运算 建立 空间 坐标 系 , 然 后 利用 坐 
标 讨论 向 量 的 运算 ,并 介绍 空间 解析 几何 的 有 关内 容 . 


第 一 他 向量 及 其 线性 运算 


一 、 向 量 的 概念 


客观 世界 中 有 这 样 一 类 量 , 它 们 既 有 大 小 ,又 有 方向 ,例如 位 移 .速度 .加 速 
J 力矩 等 等 ,这 一 类 量 叫做 向 量 (或 矢量 ). 
在 数学 上 ,常用 一 条 有 方向 的 线段 , 即 有 向 线段 来 表示 向 

量 . 有 向 线段 的 长 度 表示 向 量 的 大 小 ,有 向 线段 的 方向 表示 向 — 
量 的 方向 . 以 4 为 起 点 .8 为 终点 的 有 向 线段 所 表示 的 向 量 记 
VEAB (图 8 -1). 有 时 也 用 一 个 黑体 字母 (书写 时 ,在 字母 上 而 
加 箭头 ) 来 表示 向 量 ,例如 ar Ею а то, F %. 

在 实际 问题 中 ,有 些 向 量 与 其 起 点 有 关 ( 例 如 质点 运动 的 速度 与 该 质点 的 位 
置 有 关 ,一 个 力 与 该 力 的 作用 点 的 位 置 有 关 ) ,有 些 向 量 与 其 起 点 无 关 . 由 于 一 切 
向 量 的 共性 是 它们 都 有 大 小 和 方向 ,因此 在 数学 上 我 们 只 研究 与 起 点 无 关 的 向 
bt ,并 称 这 种 向 量 为 自由 向 量 (以 后 简称 向 量 ) , 即 只 考虑 向 量 的 大 小 和 方向 ,而 
不 论 它 的 起 点 在 什么 地 方 . 当 遇 到 与 起 点 有 关 的 向 量 时 ,可 在 一 般 原则 下 作 特 别 
处 理 . 

由 于 我 们 只 讨论 自由 向 量 ,所 以 如 果 两 个 向 量 e 和 4b 的 大 小 相等 , 且 方 向 相 
同 ,我 们 就 说 向 量 a 和 请 是 相等 的 , 记 作 a = b. 这 就 是 说 ,经 过 平行 移动 后 能 完 
全 重合 的 向 量 是 相等 的 . 

向 量 的 大 小 叫做 向 量 的 模 . EAB a га 的 模 依 次 记 作 14B1、1al 和 Tal. 
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图 8 -1 
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模 等 于 1 的 向 量 叫 做 单位 向 量 . 模 等 于 零 的 向 量 叫做 零 向 量 , 记 作 0 或 0. 零 向 
量 的 起 点 和 终点 重合 , 它 的 方向 可 以 看 做 是 任意 的 . 
设 有 两 个 非 零 向 量 a,b, 任 取 空 间 一 点 0, 作 04 =а,ОВ =b, ЖЖ т 


的 人 408 (Ùt ф = / АОВ,О<ф<тп) уша 与 2 的 В 
““ ГАХ xs 
夹 角 〈 图 8 -2) , 记 作 (ea,2) 或 (2,a) , 即 (a,2) = e. 如 


Жана 与 5 中 有 一 个 是 零 向 量 ,规定 它们 的 夹 角 可 


以 在 0 到 之 间 任 意 取 值 £ ; 
РГР È EPRE 8-2 
ШЖ (а,Ь) =0 т, Йа 与 5 平行 , 记 作 


个 
a//b. (а,Ь) =. Иа 与 为 垂 直 , 记 作 a Lb. 由 于 零 向 量 与 另 一 向 量 


的 夹 角 可 以 在 0 到 之 间 任 意 取 值 ,因此 可 以 认为 零 向 量 与 任何 向 量 都 平行 ,也 
可 以 认为 零 向 量 与 任何 向 量 都 垂直 . 

当 两 个 平行 向 量 的 起 点 放 在 同一 点 时 ,它们 的 终点 和 公共 起 点 应 在 一 条 直 
线 上 . 因此 ,两 向 量 平行 ,又 称 两 向 量 共 线 . 

类 似 还 有 向 量 共 面 的 概念 . BEA k (kt>3) 个 向 量 , 当 把 它们 的 起 点 放 在 同一 
点 时 ,如 果 上 个 终点 和 公共 起 点 在 一 个 平面 上 ,就 称 这 上 个 向 量 共 面 . 


=. 向量 的 线性 运算 


1. 向 量 的 加 减法 


向 量 的 加 法 运算 规定 如 下 : 

设 有 两 个 向 量 a 与 5, 任 取 一 点 4, 作 4B =a, 青 以 8 为 起 点 , 作 BC =, 
AC (图 8 -3) ,那么 向 量 4C =c 称 为 向 量 a t b BO 
ж, а +b , Вр 


a+b 
c=a+b. b 
上 述 作 出 两 向 量 之 和 的 方法 叫做 向 量 相 加 的 三 А 
角形 法 则 . eg 


力学 上 有 求 合力 的 平行 四 边 形 法则 , 仿 此 ,我 们 
也 有 向 量 相 加 的 平行 四 边 形 法 则 . 这 就 是 : 当 向 量 a 与 不 平行 时 , 作 48 =a, 
АВ =b, 以 AB AD 为 边 作 一 平行 四 边 形 48CD ,连接 对 角 线 АС (图 8 -4) ,显然 
向 量 4C 即 等 于 向 量 a $ b ба +b. 

向 量 的 加 法 符合 下 列 运算 规律 : 
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(1) 交换 律 a+b=b+a; 
(2) 结合 律 (а+Ь)+с=а+(Ь+с). 
这 是 因为 , 按 向 量 加 法 的 规定 (三 角形 法 则 ) ,从 图 8 -4 可 见 : 
а+Ь=АВ+ВС=АС=с, 
b +a =AD +С =AC =e, 
所 以 符合 交换 律 . 又 如 图 8 -5 所 示 , 先 作 a + 再 加 上 cc, 即 得 和 (a +b) +e, 4 
以 a 与 b+c 相 加 , 则 得 同一 结果 ,所 以 符合 结合 律 . 





图 8-4 图 8-5 
由 于 向 量 的 加 法 符合 交换 律 与 结合 律 , 故 nn 个 向 量 a ,a,,…,a,(n 宇 3) 相 加 
可 写成 


a +а, + +a, 


并 按 向 量 相 加 的 三 角形 法 则 ,可 得 n 个 向 量 相 加 的 法 则 如 й- 
下 :以 前 一 向 量 的 终点 作为 次 一 向 量 的 起 点 ,相继 作 向 量 


а, ,4;,… ,4,, 骨 以 第 一 个 向 量 的 起 点 为 起 点 ,最 后 一 个 向 


量 的 终点 为 终点 作 一 向 量 ,这 个 向 量 即 为 所 求 的 和 , 如 图 r | 
8 -6, 有 


s=a, +4, +a, +a, +4,. 

设 a 为 一 向 量 ,与 a 的 模 相 同 而 方向 相反 的 向 量 叫做 

a 的 负 向 量 , 记 作 —а. 由 此 ,我 们 规定 两 个 向 量 5 与 a 的 差 
b-a=b+( -a). 

即 把 向 量 -a 加 到 向 量 b 上 , 便 得 5 与 a 的 差 b-a (图 8-7(a)). 





8-7 


第 八 章 ”向 量 代数 与 空间 解析 几何 





特别 地 , 当 b=a 时 ,有 
а-а=а+(-а) =0. 
显然 , 任 给 向 量 4B 及 点 0, 有 
AB =A0 + OB = ОВ - OÀ, 
因此 ,车 把 向 量 a 与 b 移 到 同一 起 点 О, Ма 的 终点 4 向 b 的 终点 B 所 引 向 量 
AB 便 是 向 量 b 与 a 的 差 b-a (图 8-7(b)). 
由 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 有 
lat+tbl=slal+lb| 及 la-bl<lal+1b|, 
其 中 等 号 在 a 与 b 同 向 或 反 向 时 成 立 . 


2. 向 量 与 数 的 乘法 


向 量 a 与 实数 A 的 乘积 记 作 Aa ,规定 Аа 是 一 个 向 量 , 它 的 模 
IAal =lÀllal, 

它 的 方向 当 和 >0 时 与 a 相同 , 当 和 A <0 时 与 a 相反 . 

ЩА =0 时 ,1Aal =0, 即 Aa 为 零 向 量 , 这 时 它 的 方向 可 以 是 任意 

特别 地 , 当 入 = + 上 1 时 ,有 

Іа =a, (-l)a= -а. 

向 量 与 数 的 乘积 符合 下 列 运 算 规律 : 

м. 结合 律 Alua) =u(àa) = (MA)a. 

这 是 因为 由 向 量 与 数 的 乘积 的 规定 可 知 ,向 量 A(Ue)wCAa)、 Au)a 都 是 
平行 的 向 量 ,它们 的 方向 也 是 相同 的 ,而 且 

Іл (ка) 1 =lu(àa)l=|(àp)al =làullal, 





所 以 
A(ua) =u(Aa) = (Аи)а. 
(2) 分 配 律 


(А+д)а=Аа+иа, (1-1) 
А(а+Ь) = Ла + АБ. (1-2) 
个 规律 同样 可 以 按 向 量 与 数 的 乘积 的 规定 来 证 明 ,这 里 从 略 了 . 
кырык а 的 线性 D Ç 


例 1 在 平行 四 边 形 ABCD б, АВ=а, b 
AD =b. 试用 a Mb 表示 向 量 WA MB MC 和 MD， 





这 里 M 是 平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 (图 8 -8). 4 а В 
f ”由 于 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 ， 图 8 -8 


4. 
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所 以 КИРЕ 
а+Ь=АС=2АМ, 
Bp 
- (a+b) =2 МА, 
TE 


МА = - (a+b). 
因为 MC = -MÀ RIMÈ = (a Fy 
又 因 -a+b=BD=2 М0 f РАМЫ) = (b -a). 


由 于 MB = -MD , 所 以 ME = (a _ b). 


前 面 已 经 讲 过 , 模 等 于 1 的 向 量 叫 做 单位 向 量 . 设 е, 表示 与 非 零 向 量 a 同 
方向 的 单位 向 量 ,那么 按照 向 量 与 数 的 乘积 的 规定 ,由 于 lel >0, 所 以 lale, 与 
е, 的 方向 相同 , 即 lele, Уа 的 方向 相同 . Alale, 的 模 是 

ае, 1 = 1а1 .1=|lal, 
Ellale, 5 a 的 模 也 相同 ,因此 ， 
а = lale.. 
ЖЕ, 4 A #0 mZ = —a. 由 此 ,上 式 又 可 写成 
Mg 
lal “ 
这 表示 一 个 非 零 向 量 除 以 它 的 模 的 结果 是 一 个 与 原 向 量 同 方向 的 单位 向 量 . 

由 于 向 量 Aa 与 & 平行 ,因此 我 们 常用 向 量 与 数 的 乘积 来 说 明 两 个 向 量 的 平 
行 关 系 . 即 有 

定理 1 #58 a+, Л b 平行 于 a 的 充分 必要 条 件 是 :存在 唯一 的 实 
数 入 ,使 b=Aa. 

证 条 件 的 充分 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 条 件 的 必要 性 . 

Га А = 1 , 当 冯 与 @ 同 向 时 和 取 正 值 , 当 玉 与 @ 反 向 时 入 取 负 
ЇН, b = Aa. 这 是 因为 此 时 4b У Аа 同 向 , 且 


lIAal =lÀllal PELATI = 1р1. 
lal 





再 证 数 À WJWE— Е. 设 b=Aa, 又 设 b=ja, 两 式 相 减 , 便 得 
(А -ш)а =0, 
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ША -ullal =0. Hlal #0, 1А -ul =0, ВА =p. 





定理 证 毕 . 

定理 1 是 建立 数 轴 的 理论 依据 . 我 们 知道 ,给 定 一 个 点 .一 个 方向 及 单位 长 
度 ,就 确定 了 一 条 数 轴 . 由 于 一 个 单位 向 量 既 确定 | x 
了 方向 ,又 确定 了 单位 长 度 , 因 此 ,给 定 一 个 点 及 “US 
一 个 单位 向 量 就 确定 了 一 条 数 轴 . 设 点 0 及 单位 图 8 -9 


向 量 i 确 定 了 数 轴 Ох (图 8 -9) ,对 于 轴 上 任 一 点 P, 对 应 一 个 向 量 0P, 由 于 
0F//i, 根 据 定理 1, 必 有 唯一 的 实数 x, 使 0 = хі (实数 x 叫做 轴 上 有 向 线段 0F 
的 值 ) ,并 知 0 与 实数 x 一 一 对 应 . 于 是 
点 PEOP = хі х, 
从 而 轴 上 的 点 Р IRR х 有 一 一 对 应 的 关系 . 据 此 ,定义 实数 * 为 轴 上 点 已 的 坐标 
由 此 可 知 , 轴 上 点 的 坐标 为 * 的 充分 必要 条 件 是 
ОР = xi. 


三 、 空 间 直角 坐标 系 


在 空间 取 定 一 点 0 和 三 个 两 两 垂直 的 单位 向 量 六 广大 ,就 确定 了 三 条 都 以 
¿Sma ае ШОН s АСВА оиса у sp 
称 坐 标 轴 . 它们 构成 一 个 空间 直角 坐标 系 , 称 为 Oxyz 坐标 系 或 [0;i,j,k] 坐标 系 
(图 8 -10). 3 e JU х HH y 轴 配 置 在 水 平面 上 ,而 z 轴 则 是 铬 垂 线 ; 它 们 的 正 向 


通常 符合 右手 规则 , 即 以 右手 握 住 z 轴 , 当 右 手 的 四 个 手指 从 正 向 x 轴 以 角度 





转向 正 向 y 轴 时 ,大 拇指 的 指向 就 是 z 轴 的 正 向 ,如 图 8 一 11. 





图 8-10 8—11 


三 条 坐标 轴 中 的 任意 两 条 可 以 确定 一 个 平面 ,这 样 定 出 的 三 个 平面 统称 为 
坐标 面 .x М y 轴 所 确定 的 坐标 面 叫 做 x0y 面 , 另 两 个 由 y 轴 及 = 轴 和 由 = 40 


.06 = 
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及 x 轴 所 确定 的 坐标 面 ,分 别 叫 做 y0z 面 及 zOx 面 . 三 个 坐标 面 把 空间 分 成 八 个 
部 分 ,每 一 部 分 叫做 一 个 卦 限 . 其 中 ,在 хОу 面 上 方 且 yOz 面前 方 zOx 面 右 方 的 
那个 卦 限 叫 做 第 一 卦 限 , 其 他 第 二 .第 三 .第 四 卦 限 , 在 хОу 面 的 上 方 , 按 道 时 
针 方 向 确定 . 第 五 至 第 八卦 限 , 在 хОу 面 的 下 方 ,由 第 一 卦 限 之 下 的 第 五 卦 限 ， 
按 首 时 针 方 向 确定 ,这 八 个 卦 限 分 别 用 字母 1、 卫 . 于 VV、V、W、W VII É 
( 8-12). 

任 给 向 量 r, 有 对 应 点 М, OM = r. 以 OM 为 对 角 线 .三 条 坐标 轴 为 楼 作 长 
方 体 RHMK - OPNO ,如 图 8 -13 所 示 , 有 

г= ОМ = ОР + РЎ + УМ = ОР +00 + ОК, 
ШОР = хі, 00 = у}, OR = zk , WI 
r= ОМ = xi + yj + zk. 

上 式 称 为 向 量 的 坐标 分 解 式 , xi yj 和 zk 称 为 向 量 > 沿 三 个 坐标 轴 方 向 的 


分 向 量 . 











8—12 图 8 -13 


显然 ,给 定向 量 ”>, 就 确定 了 点 M ROP OG .OR 三 个 分 向 量 ,进而 确定 了 多、 
уг 三 个 有 序数 ;反之 ,给 定 三 个 有 序数 xy .z, 也 就 确定 了 向 量 r 与 点 M. 于 是 点 
M .向量 与 三 个 有 序数 *,y.z 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 

M— p= ОИ = xi + yj tek (x,y,z), 

据 此 ,定义 :有 序数 x、y.z 称 为 向 量 r (在 坐标 系 Oxyz 中 ) 的 坐标 , 记 作 r = 
(х,у,2) 3 ЯЛ х,у: BRAM (在 坐标 系 Oxyz 中 Пул, ЕМ (х,у, 2). 

lJ ht r = ОМ ра M 关于 原点 0 的 向 径 . 上 述 定义 表明 ,一 个 点 与 该 点 的 
向 径 有 相同 的 坐标 . 记号 (x,y,z) 既 表示 点 М, X. Дел ШОМ. 

坐标 面 上 和 坐标 轴 上 的 点 ,其 坐标 各 有 一 定 的 特征 . 例如 :如 果 点 M 在 yOz 
面 上 ,那么 x =0; 同 样 ,在 z0x 面 上 的 点 ,有 y=0; 在 x0y 面 上 的 点 ,有 z=0. 如 果 


. 7. 
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点 Мех жЕ, y=z=0; 同 样 ,在 y 轴 上 的 点 ‚В 2=х =0; 在 z 轴 上 的 点 ,有 
к=у=0, WAM 为 原点 , 则 zx=y=z=0 


四 、 利 用 坐标 作 向 量 的 线性 运算 


利用 向 量 的 坐标 ,可 得 向 量 的 加 法 ,减法 以 及 向 量 与 数 的 乘法 的 运算 如 下 : 
ва = (а, ,a ,а,), b=(b,,b,,b.), BP 
а=аі+а, ј +а.К, В = 1+0, ј +0. К. 
利用 向 量 加 法 的 交换 律 与 结合 律 以 及 向 量 与 数 的 乘法 的 结合 律 与 分 配 律 ,有 
a+b=(a +b)i+(a +b )j+(a,+b.)k, 
a-b=(a – 6,)і+ (а, -b )j+(a,-b.)k, 
àa=(àa,)i+ (àa )j+(Àa )k (A 为 实数 )， 
即 
a+b=(a +b а +b ,da +b), 
a-b=(a -ba -b ,a,-b,), 
AMa=(Aa,,Aa,,Aa.). 
由 此 可 见 , 对 向 量 进行 加 , 减 及 与 数 相 乘 ,只 需 对 回 量 的 各 个 坐标 分 别 进行 相应 
的 数量 运算 就 行 了 . 
定理 1 指出 , 当 疝 量 a= 0 时 ,向 量 5//a 相当 于 b=Aa, 坐 标 表 示 式 为 
(bs bb) ‚а, 0), 
这 也 就 相当 于 向 量 45 与 a 对 应 的 坐标 成 比例 
b b р. 
= (1-3) 
a а, а, 
例 2 求解 以 向 量 为 元 的 线性 方程 组 
5x -3y =a, 
a 
H=rha=(2,1,2),b=(-1,1,-—-2). 





Era, а, 3а, 有 两 个 为 零 ,例如 a, =a =0,a. 关 0, 这 时 (1-3) 式 应 理解 为 


b; =0; 
fs = Ü; 
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解 ”如同 解 以 实数 为 元 的 线性 方程 组 一 样 ,可 解 得 
x =2a -3b, у = За -5b. 

将 a b 的 坐标 表示 式 代 入 , 即 得 

x=2(2,1,253 -3(-1,1,-2) =(7,-1,10), 

y=3(2,1,2) -5(-1.1,-2) =(11, -2,16). 

例 3 已 知 两 点 4(xz, ,2 ) 和 有 (xy 2) 以 及 

实数 A -1, 在 直线 AB ERA М, 
АМ = À МВ. 
解 ” 如 图 8 -14 所 示 . 由 于 
АМ = ОМ – 0А, MB = ОВ - ОМ, 











因此 
ОМ-ОА=А(ОВ-ОМ), 
从 而 图 8 -14 
一 一 人 ] 一 全 一 一 > 
将 04.08 的 坐标 ( 即 点 4 点 B 的 坐标 ) 代 入 , 即 得 





ой = [° +Ax y ÀY: 2 J 


1+À ° [+A ” 1+À 
这 就 是 点 M 的 坐标 . 

本 例 中 的 点 M 叫做 有 向 线段 AB ñ À 分 点 . 特别 地 , 当 和 =1 时 ,得 线段 АВ 
的 中 点 为 





ШЕ n, y, 225, 21 2). 
通过 本 例 ,我 们 应 注意 以 下 两 点 :(1) 由 于 点 M 与 向 量 0 用 有 相同 的 坐标 ， 
因此 , 求 点 M 的 坐标 ,就 是 求 O 凡 的 坐标 . (2) 记号 (x,y,z) 既 可 表示 点 М, х пу 
示 向 量 0 所, 在 几何 中 点 与 向 量 是 两 个 不 同 的 概念 ,不 可 混淆 . 因此 ,在 看 到 记号 
(x,y,z) 时 , 须 从 上 下 文 去 认 清 它 究竟 表示 点 还 是 表示 向 量 . 当 (x,y,z) 表示 向 量 
时 ,可 对 它 进行 运算 ; 当 (x,y,z) 表 示 点 时 ,就 不 能 进行 运算 . 


五 、 向 量 的 模 、 方 向 角 、 投 影 


1. 向 量 的 模 与 两 点 间 的 距离 公式 


i nt r= (х,у,2) EOM =r, Wn 8 -13 所 示 , 有 
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г= ОМ = ОР +00 + ОЌ, 





Irl = ТОМІ = /lIOPI + 1001 + 1081. 
НОР = хі, 00 = у], OR =zk, 有 

IOPI = 1х1, 1001 = 1у1, IORI = 121, 
于 是 得 向 量 模 的 坐标 表示 式 





Irl = Vx +y +z. 

设 有 点 4(xzy72) 和 点 BCz 2), 则 点 4 与 点 忠 间 的 距离 1481 就 是 向 
量 4B 的 模 . 由 

АВ = ОВ - ОА = (Bastaia) =k +2] 
= (x; = 57, — yz =), 
即 得 A.B 两 点 间 的 距离 
ГАВІ = 1АВІ = /(x, =) + (у; у) + (5 2). 

例 4 求证 以 Mi(4,3,1)、M,(7,1,2) .M;(5,2,3) 三 点 为 顶点 的 三 角形 是 

一 个 等 腰 三 角形 . 


Е 因为 





IM,M, l° =(7-4)2+(1-3)2+(2-1):=14， 
ШИ,М, 1? = (5 -7) + (2-1) + (3-2) =6, 
IM,M, 12 = (4-5)? + (3-2)2 (1-3) 6, 
所 以 1M;Ms1 = 1М,М, І, B AM, M, M, JJ JE ЯК. 
015 在 z 轴 上 求 与 两 点 4( -4,1,7) 和 B(3,5, -2) 等 距离 的 点 . 
解 ” 因 为 所 求 的 点 必 在 z 轴 上 ,所 以 设 该 点 为 M(0,0,z), 依 题 意 有 
IMAI = 1МВІ, 
即 





oO044) #0 =1) е7) 4O =0) (3=0) + ( =2 =z)°, 
两 边 平 方 , 解 得 


i _ 14 
因此 ,所 求 的 点 为 W| 0,0,3. 
例 6 已 知 两 点 4(4,0,5) 和 8B8(7.1,3), 求 与 4B 方 向 相同 的 单位 向 量 e>: 


解 ” 因 为 
AB = ОВ -04=(7,1,3) - (4,0,5) =(3,1, -2), 
所 以 


+ 10 + 
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[АВ = 4/32 +11 +( -2) = Ya, 


于 是 
АВ l (3 1 -2) 
Q Ар „Ла Í 


2. 方向 角 与 方向 余弦 


非 零 向 量 7 与 三 条 坐标 轴 的 夹 角 о Ву 称 为 向 量 
r 的 方向 角 . 从 图 8 -15 可 见 , 设 0 及 =r = (x,y,z) ,由 于 
x 是 有 向 线段 OP 的 值 ,MPL ОР, К 











x x 
COS = = W 
А OMI Tri 
类 似 可 知 
cos В = 727, соз у =-=т. 图 8-15 
从 而 
х y z 1 r 
ОЕ :OS , COS = ? ? = Уу,» = 
(вов m, cos B. cos y) IE Ip] L| Р “| 


cos a,cos B ,cos y 称 为 向 量 r WHR. 上 式 表 明 , 以 向 量 r BJ Jr lb] Zt 32: 
为 坐标 的 向 量 就 是 与 同方 向 的 单位 向 量 6,. 并 由 此 可 得 
cosa + сов В + cos” y = ] . 
例 7 已 知 两 点 M,(2,2,Y2) 和 M,(1,3,0) ,1F h BE M, M, BJ 8 Jr AR 
和 方向 角 . 
# MM =(1-23-20-Jyst(-1,1,-J5), 
М, М.І =V( -1)* +I? + (Ay = 1 + 1 +2 е, 
Z 


cos Q = ses cos В = 5, cos у = – 5; 


олы z” 





2 т 
а дин 


#18 и Р 1 IAR, POA х {Шу ано ЗЕЛ ЙОКО ШҮ, А 
1041 =6, 求 点 4 的 坐标 . 
解 a = Ë = HEA cosa + cos’ß + cos” y = 1,49 


atys -[z) „(Ф| 


11° 
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因 点 4 在 第 工 卦 限 , 知 cos y >0 , 故 
| _ 1 
соз у 


于 是 





这 就 是 点 4 的 坐标 . 
3. 向 量 在 轴 上 的 投影 


如 果 撤 开 y 轴 和 z 轴 ,单独 考虑 x 轴 与 向 量 r = 0O 必 的 关系 ,那么 从 图 8 - 15 
可 见 , 过 点 M 作 与 x 轴 垂直 的 平面 ,此 平面 与 * 轴 的 交点 即 是 点 Р. 作出 点 P, 即 
得 向 量 r 在 * 轴 上 的 分 向 量 0P, 进 而 由 0P = 过 , 便 得 向 量 在 x* 轴 上 的 坐标 *, 且 
x = |r|cos а. 

一 般 地 , 设 点 0 及 单位 向 量 e 确定 4 轴 ( 图 8 - 16). 
FEAE r, EOM =r, 青 过 点 M Ej u 轴 垂 直 的 平面 
X u HH P sa M' (sa M'ul W a M (E u 轴 上 的 投影 )， 
则 向 量 OM; 称 为 向 量 > 在 w 轴 上 的 分 向 量 . ЖОМ” = 
ле, ДА 称 为 向 量 r 在 4 轴 上 的 投影 , 记 作 Руј к 
пў (л). 

按 此 定义 ,向 量 a 在 直角 坐标 系 Oxyz 中 的 坐标 
a a a, 就 是 a 在 三 条 坐标 轴 上 的 投影 , 即 


a = Prj.a, а = Prj а, а. = Рг),а, 





或 记 作 
a, = (a). а = (а),, а. = (a). 

由 此 可 知 ,向 量 的 投影 具有 与 坐标 相同 的 性 质 : 

性 质 1 Prj,a=lalcosp ( 即 (a), = 1а1соѕ ф), Же Уша Бри 轴 的 
夹 角 ; 

性 质 2 Prj,(a+b)=Prjat+Prjb (Bl(a +b), = (а), +(b),.); 

性 质 3 Prj,(Aa)=APrja (80 (Ла), =л(а),). 

例 9 设 正 方 体 的 一 条 对 角 线 为 0M ,一 条 楼 为 OA, 
且 1041=a, 求 04 在 OW 方向 上 的 投影 Рг OA. ' 


Q) 向 量 r 在 向 量 a (a0) 的 方向 上 的 投影 Prej r 是 指 r 在 某 条 与 a 同方 向 的 轴 上 的 投影 . 
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第 一 节 向量 及 其 线性 运算 





f 如 图 8 -17 所 示 , 记 4 人 MO4 =p, 有 





лк 1041 1 
° лом! в” 
于 是 
Рт} 04 = = ГОА 1 сов ф ===, 
з Ё 8 -17 


1. Z u=a-b+2c,v = -a +3b -c.i H] a.b c 表示 2u-3v. 

2. 如 果 平 面 上 一 个 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 ,试用 向 量 证 明 它 是 平行 四 边 形 . 

3. 把 人 4BC 的 BC 边 五 等 分 , 设 分 点 依次 为 D D, D, D, ,再 把 各 分 点 与 点 4 连接 . 试 以 
АВ =с.ВС =a 表示 向 量 D,A D,À DÀ MD,À. 

4. 已 知 两 点 (0,1,2) 和 (1, -1,0). 试用 坐标 表示 式 表示 向 量 机 WV 及 -2 M... 

5. 求 平行 于 向 量 a = (6,7, -6) 的 单位 向 量 . 

6. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,指出 下 列 各 点 在 哪个 卦 限 ? 

АС = 2.3), В(@,3,=4), CO, 3, -4); 00-2, =3 A). 
7. 在 坐标 面 上 和 在 坐标 轴 上 的 点 的 坐标 各 有 什么 特征 ? 指出 下 列 各 点 的 位 置 : 
A(3,4,0), B(0,4,3), С(3,0,0), D(0, -1,0). 

8. 求 点 (a,b,c) 关 于 (1) 各 坐标 面 ;(2) 各 坐标 轴 ;(3) 坐标 原点 的 对 称 点 的 坐标 . 

9， 自 点 Pu(xo ,yo,zo) 分 别 作 各 坐标 面 和 各 坐标 轴 的 垂 线 , 写 出 各 垂 足 的 坐标 . 

10. 过 点 Р, (xo ,yo,zo) 分 别 作 平行 于 z 轴 的 直线 和 平行 于 xOy 面 的 平面 , 问 在 它们 工 面 
的 点 的 坐标 各 有 什么 特点 ? 

11. 一 边 长 为 a 的 正方 体 放置 在 x0y 面 上 ,其 底面 的 中 心 在 坐标 原点 ,底面 的 顶点 在 + 四 
和 yy 轴 上 , 求 它 各 顶点 的 坐标 . 

12. 求 点 M(4, -3,5) 到 各 坐标 轴 的 距离 ， 

13. 在 yOz 面 上 , 求 与 三 点 4(3,1,2) .B(4, -2, -2) 和 C(0,5,1) 等 距离 的 点 . 

14. 试 证 明 以 三 点 мад .9).B(10, -1,6).C(2,4,3) JJ IM йй = ff JE ЛЕ Л BE ТЇН = 





15. 设 已 知 两 点 М,(4,„/2,1)ЯП M,(3,0,2) ,计算 向 量 W,W 的 模 DT ln) Z 5 12 [б]. 
16. 设 向 量 的 方向 余弦 分 别 满足 (1) cosa =0; (2) cos B=1;(3) cos a = cos В = 0), [u] iX 
些 癌 量 与 坐标 轴 或 坐标 面 的 关系 如 何 ? 
‚ 设 向 量 r 的 模 是 4 E и МИМ Уа, SR r (É ú h EIEE. 
18. 一 向 量 的 终点 在 点 8(2, -1;,7), 它 在 zx 加,Y 轴 和 = 轴 上 的 投影 依次 为 4, -4 和 7. 
求 这 向 量 的 起 点 4 的 坐标 . 
19. iZ m =3i+5j+8k,n =2i-4j-7k Мр = 51 +] – 4, ii] lt a =4m + Зп -p f < h L 
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的 投影 及 在 y 轴 上 的 分 向 量 . 
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一 、 两 向 量 的 数量 积 


设 一 物体 在 恒 力 F 作用 下 沿 直线 从 点 М, 移动 到 点 M,, 以 s 表示 位 移 
M,M,. 由 物理 学 知道 , 力 所 作 的 功 为 
W=IFllslcos Ө, 
Ж ө 为 下 与 s 的 夹 角 ( 图 8 -18). 
从 这 个 问题 看 出 ,我 们 有 时 要 对 两 个 向 量 a 和 4 作 这 样 的 运算 ,运算 的 结果 
是 一 个 数 , 它 等 于 lal .1b1 及 它们 的 夹 角 9 的 余弦 的 乘积 . 我 们 把 它 叫 做 向 量 a 
与 5 的 数量 积 , 记 作 a b (图 8-19) , 即 
a-b=lal lblceos Ө. 





a 


图 8 -18 8—19 


根据 这 个 定义 ,上 述 问 题 中 力 所 作 的 功 WW 是 力 F 与 位 移 s 的 数量 积 , 即 
W =F · s. 


由 于 lbleos Ө = 101cos (а), ч a= 0 ПЫ b ñ] bt a 的 方 问 上 的 投 

影 ,用 Prj,b 来 表示 这 个 投影 , 便 有 
а - Б = 1а1Рт),Б, 
EJA, 4 b 0 时 有 
a + b = |b | Prj,a. 

这 就 是 说 ,两 向 量 的 数量 积 等 于 其 中 一 个 向 量 的 模 和 男 一 个 向 量 在 这 向 量 的 方 
向 上 的 投影 的 乘积 . 

由 数量 积 的 定义 可 以 推 得 : 

(1)a-a=lal’. 


这 是 因为 夹 朋 9=0, 所 以 


г Ја 
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2 2 
а -a= lal cos 0 =lal. 


(2) 对 于 两 个 非 零 向 量 a b фа - Ь-0, Аа; 52, наь, 3 


Za-b=0. 


这 是 因为 如 果 a "Б =0, Н 714150, 16150, Ц сок 0 =0, Wii 0 = 5, В) 


а1ь;5 2, жа 1Ь,А 0 =° ‚сов 0=0, Жа. b= lallblcos 0 =0. 


由 于 可 以 认为 零 向 量 与 任何 向 量 都 垂直 ,因此 ,上 述 结论 可 叙述 为 :向 量 


a 15 的 充分 必要 条 件 是 a - b =0. 
数量 积 符合 下 列 运算 规律 : 
(1) 交换 律 a-b=b-a. 
证 ”根据 定义 有 


MA ZN 
a-b=lallblcos (a,b), b-a=lbllaleos (b,a), 


⁄N ZS 
lallbl = 1р1121, Н. соз (a,b) =cos (b,a), 
所 以 
a:b=b-a 
(2) 分 配 律 (a+b):c=a.:c+b':ec 
证 当 c=0 时 ,上 式 显然 成 立 ; 当 cz0 时 ,有 
(a+b) :c=lelPrj (a +b), 
由 投影 性 质 2, 可知 
Prj.(a+b) =Prj.a + Prj,b, 
所 以 
(a+b) · с = 1с1(Рг),а +Prj,b) = 1clPrja + lelPr.b 
=а+с+Ь+с 
(3) 数量 积 还 符合 如 下 的 结合 律 
(Ха) ыйкы нй ‚ À 为数. 
证 b= k 上 式 显然 成 立 ; 9 按 投影 性 质 3 ,可 得 
(àa) -b= |bl|Prj, (Ла) =1I2IAPrae=AlIDIPrae=A(a - b). 
由 上 Ra 利用 交换 律 ,容易 推 得 
* (Ab) =À(a - Б) (Ла) + (ub) = Ли(а : b). 
这 是 因为 
a: (àb)=(àb)-a=Aà(b-a)=Aà(a-b); 
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(Ла) · (ub) =ALa (ub)] =À[u(a Б) | = Али(а · Б). 
例 1 试用 向 量 证 明 三 角形 的 余弦 定理 . 





证 设 在 人 A4BC rR. ¿BCA =0 (图 8 -20)， 4 
ІВСІ =a,|CA| =b,14B1 =c, 要 证 
с =a +” — 2аЬсоз Ө. c b 
记 CB =a,C4 =b ,AB =c, 则 有 
ваф. 
с В а Ae 


从 而 
lc” =с-с= (а -БЬ) · (а-БЬ) =а :а+Ь - Б - 2а - Ь 


2 2 4: 
=lal +Ibl -2lallblcos (a,b). 


ZS 
由 lal =a,1bl=b,lcl=c 及 (a,b) =0, 即 得 
с =а? + b° -2abcos Ө. 
下 面 我 们 来 推导 数量 积 的 坐标 表示 式 . 
设 a=aita,j+ak,b =bi+b,j+b.k. 按 数量 积 的 运算 规律 可 得 
a:b=(aitaj+ak). (Ьї+Ь ]+Ь К) 
=ai-(bi+bj+bk)+aj (bitbhb ]+Ь К) +a (Ьї+Ь ]+Ь К) 
=abiitabi:j+tabi.kt+ 
аЬ jitab jjtabj:kt+t 
abk+-i+abk-j+alblak-k. 
因为 二 和 大 互相 垂直 ,所 以 17=7 'k=k+i=0,j:i=k+-j=i-k=0. XH 
为 二 了 和 天 的 模 均 为 1, 所 以 让 1=J "j=k =1. 因 而 得 
a-b=ab +a b +a.b.. 
这 就 是 两 个 向 量 的 数量 积 的 坐标 表示 式 . 
уа · Ь = 1а1161соѕ 09, 所 以 当 a 与 六 都 不 是 零 向 量 时 ,有 
a:b 
Гаі" 
将 数量 积 的 坐标 表示 式 及 向 量 的 模 的 坐标 表示 式 代 入 上 式 ,就 得 
ab +ab +a,b, 
/а, +a +a Jb +b? + 
这 就 是 两 向 量 夹 角 余弦 的 坐标 表示 式 . 
例 2 已 知 三 点 M(1,1,1)、4(2,2,1) 和 B(2,1,2), 求 和 AMB. 
解 ” 作 向 量 MA 及 MB, ¿AMB 就 是 向 量 MA 与 MB 的 夹 角 . 这 里 , МА = 
(1,1,0) ,MB =(1,0,1) ,从 而 





cos 0 = 





cos 0 = 





a 76 + 
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— —› 
MA- МВ=1х1+1х0+0х1=1, 


МАТ = VI +1 +0 =/2, IMBI = ST +0 + 1° -VD 
代入 两 向 量 夹 角 余 弦 的 表达 式 ,得 
МА. MB u I _ 
IMAIIMBI 2.2 2 








cos Z AMB = 
由 此 得 
т 
AMB = —. 
= 3 


ВІЗ 设 液体 流 过 平面 $ 上 面积 为 4 的 一 个 区 域 ,液体 在 这 区 域 上 各 点 处 
的 流速 均 为 ( 常 向 量 )w. gn WEET S 的 单位 向 量 ( 图 8 -21(a)) ,计算 单位 
时 间 内 经 过 这 区 域 流向 n 所 指 一 侧 的 液体 的 质量 m 液体 的 密度 为 p). 





(a) (b) 
图 8 -21 
Е ”单位 时 间 内 流 过 这 区 域 的 液体 组 成 一 个 底面 积 为 4 、 斜 高 为 lv 1 的 斜 柱 
С 8 -21(b)). 这 柱 体 的 斜 高 与 底面 的 垂 线 的 夹 角 就 是 与 于 的 夹 角 9, 所 以 
这 柱 体 的 高 为 lv 1cos 9, 体积 为 
Alv 1соѕ = Ао : n. 
从 而 ,单位 时 间 内 经 过 这 区 域 流 向 于 所 指 一 侧 的 液体 的 质量 为 


m=pAv *п. 
二 、 两 向 量 的 向 量 积 


在 研究 物体 转动 问题 时 ,不 但 要 考虑 这 物体 所 受 的 力 ,还 要 分 析 这 些 力 所 产 
生 的 力矩 . 下 面 就 举 一 个 简单 的 例子 来 说 明 表 达 力 和 矩 的 方法 . 
Ш 0 为 一 根 杠杆 二 的 支点 . 有 一 个 力 F 作用 于 这 杠杆 上 PP 点 处 .与 08 的 
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夹 角 为 6 (图 8 -22). 由 力学 规定 , 力 严 对 支点 O 的 力矩 是 一 向 量 M, 它 的 模 
IMI = 10011ЕІ = IOP IF |sin Ө, 

而 М 的 方向 垂直 于 0F 与 所 决定 的 平面 ,M 的 指向 是 按 右手 规则 从 OP 以 不 超 

过 的 角 转 向 五 来 确定 的 , 即 当 右手 的 四 个 手指 从 0P 以 不 超过 5 的 角 转 向 

握拳 时 ,大 拇指 的 指向 就 是 M 的 指向 (图 8 -23). 





М. Ф / 
% 
/ 





图 8 – 22 图 8 -23 


这 种 由 两 个 已 知 向 量 按 上 面 的 规则 来 确定 男 一 个 向 量 的 情况 ,在 其 他 力学 
和 物理 问题 中 也 会 遇 到 . 于 是 从 中 抽象 出 两 个 向 量 的 
向 量 积 概念 . 

设 向 量 c 由 两 个 向 量 a 与 5 按 下 列 方式 定 出 : 

c ВСІ = lallblsin 9, 其 中 0 为 a.b [3] 89 3 ffl ; 
c 的 方向 垂直 于 a 5 b 所 决定 的 平面 ( 即 c 既 垂 直 于 
a, а F b) ,c 的 指向 按 右 手 规则 从 a 转向 5 来 确 
定 (图 8 -24) ,向 量 c 叫做 向 量 a 与 5b 的 向 量 积 , 记 作 
ахь, В 





c =a xb. 
按 此 定义 ,上 面 的 力矩 M 等 于 0P 与 F 的 向 量 积 , 即 
M =ОРхЕ. 

由 向 量 积 的 定义 可 以 推 得 : 

(1) аха =0. 

这 是 因为 夹 角 09=0, 所 以 la xal = 1а1° іп 0 =0. 

(2) 对 于 两 个 非 零 向 量 e ,如果 axp=0, 那 么 ※A2; 反 之 ,如 果 a7]2 ,那么 
a xb =0. 

这 是 因为 如 果 a xb =0,H J'lal=0,1lbl=0,JRZ D. sin 6=0. 于 是 0=0 
或 5, 即 a/b; 反 之 ,如 果 a/b, 那 么 9=0 或 5, 于 是 sin 0=0, 从 而 la xbl =0， 
ахь =0. 
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由 于 可 以 认为 去向 量 与 任何 向 量 都 平行 ,因此 ,上 述 结论 可 叙述 为 :向 量 
4a7V2 的 充分 必要 条 件 是 a x b = 0. 
向 量 积 符合 下 列 运算 规律 : 
(1) bxa= -a xb. 
这 是 因为 按 右 手 规则 从 b 转向 a 定 出 的 方向 恰好 与 按 右 手 规则 从 а 转向 6 
定 出 的 方向 相反 . 它 表 明 交 换 律 对 向 量 积 不 成 立 . 
(2) 分 配 律 (a+b)xc=axc+bxc. 
(3) 向 量 积 还 符合 如 下 的 结合 和 
(Аа)хЬ=ах(АЬ) =А(ахЬ) (л Ж). 
这 两 个 规律 这 里 不 子 证 明 . 
下 面 来 推导 向 量 积 的 坐标 表示 式 . 
设 a=ai+aJj+a.k,b=bi+bj+b.k. 那么 , 按 上 述 运算 规律 ,得 
axb =(ai+aj+ak)x(bi+bj+bk) 
=aix(bi+bj+bk) + 
ajx(bi+bj+bk)+akx(bi+bj+b.k) 
=a b (ixi)+a b (ixj)=+a b (ixk)+ 
a,b (j xi) +a,b (j xj) +a,b,(j xk) + 
ab (kxi)+ab (kxj)+ab (kxk). 
因为 ixi=jxj=kxk=0 ixj=k jxk=i kxi=j,jxi=-k kxj= -i 和 
ixk= -j, 所 以 
axb=(a b, -а,Ь,)і + (а,Ь, -а,Ь.)]+ (а,Ь, -a,b,)k. 
为 了 帮助 记忆 ,利用 三 阶 行列 式 , 上 式 可 写成 


i j k 
axb= |а a а, |. 
b b, b, 
例 4 设 e=(2,1,-1),2=(1,-1,2), 计 算 a xb. 
i j k 
解 axb=|2 1 -l|=i-5j;-3k. 
l -l 2 
JS 已 知 三 角形 ABC 的 项 点 分 别 是 4(1,2,3)、8(3,4,5) 和 C(2,4,7)， 


求 三 角形 ABC 的 面积 . 

# ”根据 向 量 积 的 定义 ,可 知 三 角形 ABC 的 面积 
1 
2 


— > 


5 ве = ТАЁ IAClsin ZA =—IAB x AĞI. 
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HFAB = (2,2,2) ,AC = (1,2,4) ,因此 
хАС=|2 2 2ļ|=4i-6j+2k, 
1 2 4 


于 是 





8 ме = 14i -6j +2k| -s1 +( =6) +F = Ja, 


#16 设 刚 体 以 等 角速度 ao 2⁄% 1 轴 旋 转 , 计 算 刚体 
上 一 点 M 的 线 速度 . 

f ”刚体 绕 ! 轴 旋转 时 ,我 们 可 以 用 在 ! 轴 上 的 一 
个 向 量 w 表示 角速度 , 它 的 大 小 等 于 角速度 的 大 小 , 它 
的 方向 由 右手 规则 定 出 : 即 以 右手 握 住 1 轴 , 当 右手 的 
四 个 手指 的 转向 与 刚体 的 旋转 方向 一 致 时 ,大 拇指 的 
指向 就 是 a 的 方向 (图 8 -25). 

设 点 M 到 旋转 轴 /的 距离 为 a, 青 在 1 轴 上 任 取 一 
点 0 作 向 量 r= 0 以 ,并 以 9 表示 о 与 7 的 夹 角 , 则 

а = lrlsin Ө. 

设 点 M 的 线 速度 为 w ,由 物理 学 上 线 速度 与 角速度 间 
的 关系 可 知 ,v 的 大 小 为 





lpl=leola=la¿llrlsin 0; 
о 的 方向 垂直 于 通过 M za Б 1 HAJ FIG , B o EAF w 与 r; 又 z 的 指 问 是 使 o 
rw 符合 右手 规则 . 因此 有 


DV = 0 xr. 


`=, 向 量 的 混合 积 


设 已 知 三 个 向 量 & .2 с. 先 作 两 向 量 a 和 45 的 向 量 积 a xb, 把 所 得 到 的 向 
量 与 第 三 个 向 量 c 青 作 数 量 积 (a xb) 这 样 得 到 的 数量 叫做 三 同 量 a .be 的 
混合 积 , 记 作 [abe]. 

下 面 我 们 来 推出 三 向 量 的 混合 积 的 坐标 表示 式 . 

ila=(a,a,aj),b=(b 00),c=(ccc) ,因为 





i J k 
axb a a а 
b b b 


.20 + 


























a a а, а, а, а, 
= i- j+ k, 
b b, b b. b b, 
再 按 两 向 量 的 数量 积 的 坐标 表示 式 , 便 得 
[abc] =(axb) - c 
a a, а, а, a, a 
=G | -c +c 
` b b Ib, b. b, b, 




















F| b. b 
e Е “ë 
向 量 的 混合 积 有 下 述 几 何 意义 : 


pe =(axb)'c 是 这 样 一 个 数 , 它 的 绝对 值 表示 以 
问 量 a .ec 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 . 如 果 向 量 a、b、c 组 成 右手 系 ( 即 c 的 
指向 按 右 手 规 则 从 a 转向 5b 来 确定 ) ,那么 混合 积 的 符号 是 正 的 ;如 果 a、b、ec 
组 成 左手 系 ( 即 c 的 指向 按 左 手 规 则 从 a 转向 5b 来 确定 ) ,那么 混合 积 的 符 
号 是 负 的 . 

事实 上 , 设 04 =a, ОВ =b,0C = c. 按 向 量 积 的 
EX, EF a xb =f 是 一 个 向 量 , 它 的 模 在 数值 上 
等 于 以 向 量 & 和 为 边 所 作 平 行 四 边 形 04DB 的 面 
积 , 它 的 方向 垂直 于 这 平行 四 边 形 的 平面 , 且 当 a、 
pc 组 成 右手 系 时 ,向 量 了 与 向 量 c 朝 着 这 平面 的 
同 侧 ( 图 8 -26); 4 a b c 组 成 左手 系 时 ,向 量 f 与 
向 量 c 朝 着 这 平面 的 异 侧 . 所 以 ,如 设 f 与 c 的 夹 角 图 8 -26 
为 a, 那么 当 a b c 组 成 右手 系 时 ,a 为 锐角 ; 当 a .bc 组 成 左手 系 时 ,a 为 钝 角 . 
HF 








[abc] = (ахЬ) · с= 1ахЬ11с|соѕ о, 
所 以 当 a 2,c 组 成 右手 系 时 ,[epe] 为 正 ; 当 ae 组 成 左手 系 时 ,[ape] 为 负 . 
因为 以 向 量 a b c 为 棱 的 平行 六 面体 的 底 (平行 四 边 形 OADB) 的 面积 S 在 
数值 上 等 于 la хь, CHE h ETE с 在 向 量 f 上 的 投影 的 绝对 值 , 即 
六 =1Prrcl=lcllcos al, 
所 以 平行 六 面体 的 体积 
V=Sh=laxbllellceosal = [а Бс. 
H ЕЖ ТАЛИ ОА, rik t (арс) 0, 则 能 以 a.be 三 
In] НЕ H Ж} 17, Ма, Б.с = т Br AS JE; 52, a b c 三 向 量 
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不 共 面 , 则 必 能 以 a、b\e 为 棱 构 成 平行 六 面体 ,从 而 [ac] 关 0. 于 是 有 下 述 


结论 : 


=н ab үс 共 面 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 混合 积 La b cj =0, 即 


бё б, ®@, 

例 7 已 知 不 在 一 平面 上 的 四 点 :4(z у, ,2,) BC, yz ) ‚С(х,,уу,,), 
D(x, оу, 2). 求 四 面体 ABCD 的 体积 . 

解 ” 由 立体 几何 知道 ,四 面体 的 体积 等 于 以 向 量 48B、4C 和 4D 为 楼 的 平行 
六 面体 的 体积 的 六 分 之 一 . 因而 


— — 一 一 


vV=—|[4B AC АР] |. 


| 
0 
由 于 
АВ = (х, - х,у, = у, 41), 
АС = (х, – х,у — у, 21), 
А = (х, - х,у — y, m — n 
所 以 
XX ya 25-41 
X, — X, Уз 一 Ji 2, -=z А 
Xa =% Ye =H Z4 =Z] 
上 式 中 符号 的 选择 必须 和 行列 式 的 符号 一 至 
例 8 已 知 4(1,2,0).B(2,3,1).C(4,2,2) M(x,y,z) M SHm RA M 
的 坐标 * .yz 所 满足 的 关系 式 . БО С 
解 A、.B.C、M 四 点 共 面 相当 于 AM、4B、4AC 三 癌 量 共 面 ,这 里 4M = 
(х-1,у-2,:),АВ =(1,1,1),AČ = (3,0,2). 按 三 向 量 共 面 的 充分 必要 条 件 ， 
可 得 
х-1 y-2 z 


ИП 
2х +у- 32-4 =0. 
І E М 的 坐标 所 满足 的 关系 式 . 


To 
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l. 设 a=3i-j-2k,b =і +2) – К, 

(1) а: рМахЬ; (2) ( -2а) -3b K ax2b; (3) а,Ь 5А. 

2. Жа. Б.с 为 单位 向 量 , 且 满足 &+D+c=0, 求 wa&. b+b-c+c:a. 

з. HIM (1, =1,2),M, (3,3,1) Ñ M, (3,1,3). Ж š M, M; .Was 同 时 垂直 的 单位 
DES 

4. 设 质量 为 100 kg 的 物体 从 点 M, (3,1,8) 沿 直线 移动 到 点 M,(1,4,2) ,计算 重力 所 作 
的 功 (坐标 系 长 度 单位 为 m, 重 力 方向 为 z 轴 负 方 向 ). 

5. 在 杠杆 上 支点 0 的 一 侧 与 点 0 的 距离 为 的 点 Р, 处 ,有 一 与 OP 成 角 0, 02 Е, (Е 
用 着 ;在 0 的 另 一 侧 与 点 0 的 距离 为 忆 的 点 P, 处 ,有 一 与 0 成 角 Ө, 的 力 F, 作用 着 (图 
8 –27). [1 0, „0, x, ох, „ТЕ, ТЕ, 1 符合 怎样 的 条 件 才能 使 杠杆 保持 平衡 ? 





图 8 -27 


6. 求 向 量 a = (4, -3,4) 在 向 量 b=(2,2,1) 上 的 投影 . 
7. 设 a=(3,5, -2),b=(2,1,4), 问 A 与 4 有 怎样 的 关系 ,能 使 得 Aa+hb 与 z 轴 垂直 ? 
8. 试用 向 量 证 明 直 径 所 对 的 圆周 角 是 直角 . 
9. 已 知 向 量 a =2i-37+k,b=i-j+3k 和 c=i-2j, 计 算 : 
(1) (a:b)c-(a:c)b; (2) (a+b)x(b+c); (3) (axb) · с. 
10. 已 知 04 =i+3k,0B =j+3k, 求 人 048B 的 面积 . 
` ll. АЯа= (а, ,а, ;а,),Ь= (0, ,Ь,,Ь,) ,c=(c,,c,,c,), 试 利用 行列 式 的 性 质证 明 : 
(ахЬ)+с=(Ьхс)+а=(сха) + Ь. 
12. 试用 向 量 证 明 不 等 式 : 
Jaita, +а? /b +b, +h 21а, +a,b, +abyl, 


其 中 a, ,a,,a,,b, b,b, 为 任意 实数 .并 指出 等 号 成 立 的 条 件 . 





第 三 他 平面 及 其 方程 


一 、 曲 面 方程 与 空间 曲线 方程 的 概念 


因为 平面 与 空间 直线 分 别 是 曲面 与 空间 曲线 的 特例 ,所 以 在 讨论 平面 与 空 
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间 直 线 以 前 , 先 引 入 有 关 曲 面 方程 与 空间 曲线 方程 的 概念 . 
像 在 平面 解析 几何 中 把 平面 曲线 当 作 动 点 的 轨迹 一 样 ,在 空间 解析 几何 中 ， 
任何 曲面 或 曲线 都 看 作 点 的 几何 轨迹 . 在 这 样 的 意义 下 ,如果 曲面 S 与 三 元 方程 
F(x,y,z) =0 (3-1) 
有 下 述 关 系 : 
(1) hE S 上任 一 点 的 坐标 都 满足 方程 (3 -1); 
(2) 不 在 曲面 $ 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 (3 -1)， 
那么 ,方程 (3 -1) 就 叫做 曲面 S 的 方程 ,而 曲面 $S 就 叫做 方程 (3 -1) 的 图 形 
(8 -28). 
空间 曲线 可 以 看 作 两 个 曲面 S, S, 的 交 线 . 设 
F(x,y,z) =0 和 G(x,y,z) =0 
分 别 是 这 两 个 曲面 的 方程 ,它们 的 交 线 为 C( 图 8 -29). 因 为 曲线 C 上 的 任何 点 
的 坐标 应 同时 满足 这 两 个 曲面 的 方程 ,所 以 应 满足 方程 组 
从 =0, 


(3 =2) 
G(x,y,z) =0. 





E 8 – 28 图 8 – 29 


反 过 来 ,如 果 点 履 不 在 曲线 C 上 ,那么 它 不 可 能 同时 在 两 个 曲面 上 ,所 以 它 的 坐标 
不 满足 方程 组 (3 -2). 因此 ,曲线 C 可 以 用 方程 组 (3 -2) 来 表示 . 方程 组 (3 -2) 
就 叫做 空间 曲线 C 的 方程 ,而 曲线 C 就 叫做 方程 组 (3 -2) 的 图 形 . 

在 本 节 和 下 一 节 里 ,我 们 将 以 向 量 为 工具 ,在 空间 直角 坐标 系 中 讨论 最 简单 
的 曲面 和 曲线 一 一 平面 和 直线 . 


=. 平面 的 点 法 式 方程 

如 果 一 非 零 向 量 垂直 于 一 平面 ,这 向 量 就 叫做 该 平面 的 法 线 向 量 . 容易 知 
道 ,平面 上 的 任 一 向 量 均 与 该 平面 的 法 线 向 量 垂直 ， 

因为 过 空间 一 点 可 以 作 而 且 只 能 作 一 平面 垂直 于 一 已 知 直 线 , 所 以 当 平 面 
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H E— S M (y n) 和 它 的 一 个 法 线 向 量 n = (4,B,C) 为 已 知 时 ,平面 了 的 
位 置 就 完全 确定 了 . 下 面 我 们 来 建立 平面 H 的 方程 

设 M(x,y,z) 是 平面 本 上 的 任 一 点 (图 8 -30). 
则 向 量 MM 以 必 与 平面 I 的 法 线 向 量 半 垂直 , 即 它们 
的 数量 积 等 于 零 





п. М.М = 0. 
因 为 n = (А,В,С) ,MM = (® = ‚у = Yoy 2 -2,) ,所 
以 有 





А(х=- х) +B(y-y,)+C(z-z,)=0. 
(3-3) 

这 就 是 平面 了 上任 一 点 M 的 坐标 x,y,z 所 满足 的 方程 . 

反 过 来 ,如 果 M(x,y,z) 不 在 平面 П 上 ,那么 向 量 M, 以 与 法 线 向 量 n REH, 
从 而 п. ,用 关 0, 即 不 在 平面 了 上 的 点 MM 的 坐标 x,y,z 不 满足 方程 (3 -3). 

由 此 可 知 ,平面 了 上 的 任 一 点 的 坐标 х,у, 都 满足 方程 (3 - 3) ;不 在 平 
面 I 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 (3 -3). 这 样 ,方程 (3 -3) 就 是 平面 H 的 方 
程 ,而 平面 H 就 是 方程 (3 - 3) 的 图 形 . 因为 方程 (3 -3 ) 是 由 平面 也 上 的 一 点 
М (х,у, ,36) 及 它 的 一 个 法 线 向 量 n = (4,B,C) 确 定 的 ,所 以 方程 (3 -3) 叫 做 
平面 的 点 法 式 方程 . 

例 1 求 过 点 (2, -3,0) 且 以 n=(1, -2,3) 为 法 线 向 量 的 平面 的 方程 

解 ” 根 据 平面 的 点 法 式 方程 (3 -3) ,得 所 求 平面 的 方程 为 

(х-2) -2(y+3) +3z=0, 


图 8 -30 


即 
x—2y+3z-8=0. 
例 2 求 过 三 点 M,(2, -1,4) .WM,( -1,3, -—2)#l M,(0,2,3) hJ I M 
方程 . 
解 ” 先 找 出 这 平面 的 法 线 向 量 n. 因为 向 量 п УА ЕМ МУМ, М, ЗЕ, 
而 MiM; =( -3,4, -6) ,MM; =( -2,3, -1), 所 以 可 取 它 们 的 向 量 积 为 n, 即 





i j k 
— > 
n=MM,xMM,=) -3 4 -6|=14ї+9ў-К, 
-@ 3 =1 


根据 平面 的 点 法 式 方 程 (3 -3) ,得 所 求 平 面 的 方程 为 
14(x -2) +9(у+1) – (2-4) =0, 
ИП 
14x +9y -z -15 =0. 
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三 、 平 面 的 一 般 方程 


因为 平面 的 点 法 式 方程 (3 -3) 是 x、y 和 z 的 一 次 方程 ,而 任 一 平面 都 可 以 
用 它 上 面 的 一 点 及 它 的 法 线 向 量 来 确定 ,所 以 任 一 平面 都 可 以 用 三 元 一 次 方程 


来 表示 . 
反 过 来 , 设 有 三 元 一 次 方程 
Ax + By + Cz + D =0. (3-4) 
我 们 任 取 满 足 该 方程 的 一 组 数 xo ,yo,zo, 即 
Ах, + By, + Са, + D = 0. EEEN 
把 上 述 两 等 式 相 减 ,得 
А(®-)+В(у-у„) + С(2-2,) =0. (3-6) 


把 它 和 平面 的 点 法 式 方程 (3 -3) 作 比较 ,可 以 知道 方程 (3 -6) 是 通过 点 M(x， 
Yo,20) 且 以 n=(4,B,C) 为 法 线 向 量 的 平面 方程 . 但 方程 (3 -4) 与 方程 (3 -6) 
同 解 ,这 是 因为 由 (3 -4) 减 去 (3 -5) 即 得 (3 -6) ,又 由 (3 -6) 加 上 (3 -5) 就 得 
(3 -4). 由 此 可 知 , 任 一 三 元 一 次 方程 (3 -4) 的 图 形 总 是 一 个 平面 . 方程 (3 -4) 
称 为 平面 的 一 般 方 程 ,其 中 xy\z 的 系数 就 是 该 平面 的 一 个 法 线 向 量 nn 的 坐标 ， 
HI n=(A,B,C). 

例如 ,方程 

3x -4y +z -9 =0. 

表示 一 个 平面 ,n= (3, -4,1) 是 这 平面 的 一 个 法 线 回 量 . 

对 于 一 些 特殊 的 三 元 一 次 方程 ,应 该 熟悉 它们 的 图 形 的 特点 . 

当 D=0 时 ,方程 (3 -4) 成 为 Ax +By+Cz=0, 它 表示 一 个 通过 原点 的 平面 . 

当 4=0 时 ,方程 (3 -4) 成 为 By +Cz+D=0, 4R n=(0,B,C) EHF 
x 轴 ,方程 表示 一 个 平行 于 (或 包含 )x 轴 的 平面 . 

同样 ,方程 4x+Cz+D=0 和 Ax+By+D=0 分 别 表示 一 个 平行 于 (或 包含 ) 
y 轴 和 z 轴 的 平面 . 

当 A=B=0 时 ,方程 (3 -4) 成 为 Cz+D=0 或 z= - , 法 线 向 量 n=(0.0.C) 


同时 垂直 x 轴 和 y 轴 ,方程 表示 一 个 平行 于 (或 重合 于 )x0y 面 的 平面 . 

同样 ,方程 Ax +D =0 和 By+D=0 分 别 表示 一 个 平行 于 (或 重合 于 )y0z mi 
和 x0z 面 的 平面 . 

Юз 求 通过 x 轴 和 点 (4, -3, 一 1) 的 平面 的 方程 . 

解 ” 由 于 平面 通过 x 轴 , 从 而 它 的 法 线 向 量 垂 直 于 x 轴 , 于 是 法 线 向 量 在 x 
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轴 上 的 投影 为 零 , 即 4 =0; 又 由 平面 通过 x 轴 , 它 必 通 过 原点 ,于 是 D=0. 因此 可 
设 这 平面 的 方程 为 


By + Cz = 0. 
又 因 这 平面 通过 点 (4, -3, -1) ,所 以 有 
-3B -C =0, 
或 
C= —3В. 
以 此 代入 所 设 方 程 并 除 以 有 (В50) , 便 得 所 求 的 平面 方程 为 
y —3z=0. 2 
а 设 一 平面 与 xy 和 z 轴 的 交点 依次 为 R 


P(a,0,0) Q(0,b,0) R(0,0,c) = (É 8-31), 
求 这 平面 的 方程 (其 中 a0,6 关 0,c 关 0). 
解 ” 设 所 求 平面 的 方程 为 
Ax + By + Cz + D =0. 
因 Р(а,0,0) Q(0,b,0) Ж R(0,0,c) = ЕХ F 
面 上 ,所 以 点 PQ 和 RR 的 坐标 都 满足 方程 (3 -4) ， 





即 有 图 8 -31 
аА +D=0, 
bB +D =0, 
cC+D=0, 
解 得 
EE Е 
a b c 


以 此 代入 (3 -4) 并 除 以 D (D0), 便 得 所 求 的 平面 方程 为 


二 + 二 + 二 =1. (3-7) 
a b с 


方程 (3 -7) 叫 做 平面 的 截 距 式 方 程 , 而 wa 和。 依次 叫做 平面 在 xy 和 z 轴 上 的 
FREE. 


四 、 两 平面 的 夹 角 


两 平面 的 法 线 向 量 的 夹 角 ( 通 常 指 锐 角 或 直角 ) 称 为 两 平面 的 夹 角 . 
设 平面 П, 和 II, 的 法 线 向 量 依次 为 п, = (А,,В,,С,)ЯП n, = (A,,B,,C,), 
"` 个 Z 
则 平面 和 17, WJ je f0 0 (图 8 32) лид (n i ,n,)4( -n,,n,) =m- (n, ,n,) 
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人 入 
两 者 中 的 锐角 或 直角 ,因此 ,cos Ө = |cos (n,n,)1. 
按 两 向 量 夹 角 余弦 的 坐标 表示 式 ,平面 П, 和 平面 





П, 的 夹 角 09 可 由 
14,4, + В, В, +C,C,| 

cos 0 = 一 一 (3-8) 
来 确定 . 图 8 -32 

从 两 向 量 垂直 \ 平 行 的 充分 必要 条 件 立 即 推 
得 下 列 结论 : 

П, JI, 互相 垂直 相当 于 41,4, + B.B, +G, CG, =0; 

A В С 
Жн ЛАН е a 1 
П, “П, 互相 平行 或 重 日 相当 于 地 В, G 


5 求 两 平面 x-y+2z-6=0 和 2xz+y+z-5=0 的 夹 角 . 
解 ”由 公式 (3 -8) 有 

11х2+(-1) xl +2 x1|! A 
Ji 4 (122 JP +E 2 





cos 0 = 





因此 ,所 求 夹 角 3 


例 6 一 平面 通过 两 点 Mi(1,1,1) 和 AM(0,1,-1) 且 垂直 于 平面 x +y + 
z=0, 求 它 的 方程 . 
解 ” 设 所 求 平面 的 一 个 法 线 向 量 为 


п= (А,В,С). 
ММ: =( -1,0, -2) EREHE, CVS n EH, BE АТ 
-А-2С=0. (3-9) 
又 因 所 求 的 平面 垂直 于 已 知 平面 x+y+z=0, 所 以 又 有 
А+В+С=0. (3-10) 
由 (3 -9)、(3 -10) 得 到 
A = -2С,В = Ç. 


由 平面 的 点 法 式 方程 可 知 , 所 求 平面 方程 为 
А(х-1) +В(у-1) +С(2-1) =0. 
将 4= -2C 及 B=C 代 入 上 式 , 并 约 去 C (C=0) , 便 得 
-2(x-—1)+(y-1)+(z-1) =0, 
即 
2x — y —z =0. 


这 就 是 所 求 的 平面 方程 . 
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#17 设 Pu(xo,y,a) 是 平面 4x + By + Cz+ 刀 =0 外 一 点 , 求 P, 到 这 平面 的 
距离 (图 8 -33). 

解 ”在 平面 上 任 取 一 点 P (zi ,yi ,2 ) ,并 作 一 法 
线 向 量 n, 由 图 8 -33, 并 考虑 到 PiPo 与 n WR 0 也 
可 能 是 钝 角 ,得 所 求 的 距离 





一 一 一 > 
=Y |P Pan] 
d = | P,P, | | cos 0| =— — 
In| 
而 图 8 -33 
n=(A,B,G),P P, = (х, —% ,Fo -Yio =z), 
得 


==} 
P, P, * n 4(xo =.) + B(y, =y) + G( z, —®,) 
Inl 7 ЛАТ +В? + С? 
Ах, + Ву, + Са, – (Ax, + By, + Са) 


V4 + В” + С” 





Н У Ах, + Ву, + Са, +D=0, 所 以 
一 一 一 全 
Р.Р, п Ах, + By, + Czy + D 





In| ЛА" В + G° 
由 此 得 点 Pu(xo ,Yo ,zo) 到 平面 4x + By + Cz + D = 0 的 距离 公式 
Ja Ах, + By, + Czo E 
JF +В +C 
例如 , 求 点 (2,1,1) 到 平面 x+y-z+1l=0 的 距离 ,可 利用 公式 (3 -11)， 
便 得 


(3—11) 


_11х2+1х1-1х1+11 3 


УП +1 ж — 1) з 


d 





= B. 





> яй 8-3 


1. 求 过 点 (3,0, -1) 且 与 平面 3x -7y+5z-12 =0 平 行 的 平面 方程 . 

2. 求 过 点 M.(2,9, -6) 且 与 连接 坐标 原点 及 点 M, 的 线段 OM, 垂直 的 平面 方程 . 
3. K$ M, (1,1,-1).M,( -2, -2,2) 和 Mi(1,-1,2) 三 点 的 平面 方程 . 

4. 指出 下 列 各 平面 的 特殊 位 置 , 并 画 出 各 平面 : 

( 


l) x=0; (2) 3y-1=0; 
(3) 2х - Зу-6 =0; (4) x -V3y=0; 
(5) у+2=1; (6) x - 22=0; 


(7) 6x +5y-z=0. 
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. 求 平面 2x -2y +z+5 =0 与 各 坐标 面 的 夹 角 的 余弦 . 

. 一 平面 过 点 (1,0, -1) 且 平行 于 向 量 a = (2,1,1) 和 b=(1, 一 1,0), 试 求 这 平面 方程 . 
. 求 三 平面 x+3y+z=1,2x-y-z=0,-x+2y+2z=3 的 交点 . 

8. 分 别 按 下 列 条 件 求 平面 方程 : 

(1) 平行 于 x0z 面 且 经 过 点 (2, -5,3); 

(2) 通过 z 轴 和 点 ( -3,1, -2); 

(3) 平行 于 % 轴 且 经 过 两 点 (4,0, -2) 和 (5,1,7). 

9. 4 (1,2,1) 9] х +2у +2: - 10 =0 的 距离 . 
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空间 直线 二 可 以 看 做 是 两 个 平面 H, 和 П, 的 交 线 (图 8 -34). 如 果 两 个 相 
交 的 平面 H, 和 M, 的 方程 分 别 为 4xz + Biy + z 
Ciz+D, =0 ЯП A,x + B,y + С,2 + D, = 0 , JÉ Z ËL 
线 志 上 的 任 一 点 的 坐标 应 同时 满足 这 两 个 平面 
的 方程 , 即 应 满足 方程 组 
Ax + Biy +z +D, =0, 
o =0. í 
反 过 来 ,如果 点 M 不 在 直线 二 上 ,那么 它 不 可 能 кен 
同时 在 平面 H. 和 H, 上 ,所 以 它 的 坐标 不 满足 方程 组 (4 -1). 因此 ,直线 二 可 以 
用 方程 组 (4 -1) 来 表示 . 方程 组 (4 -1) 叫 做 空间 直线 的 一 般 方程 . 
通过 空间 一 直线 研 的 平面 有 无 限 多 个 ,只 要 在 这 无 限 多 个 平面 中 任意 选取 
两 个 ,把 它们 的 方程 联 立 起 来 ,所 得 的 方程 组 就 表示 空间 直线 L. 


П, 





(4-1) 


二 、 空 间 直线 的 对 称 式 方 程 与 参数 方程 


如 果 一 个 非 零 向 量 平行 于 一 条 已 知 直线 ,那么 这 个 向 量 就 叫做 这 条 直线 的 
方向 向 量 . 

由 于 过 空间 一 点 可 作 而 且 只 能 作 一 条 直线 平行 于 一 已 知 直线 ,所 以 当 直 线 
L E— H М, (хо ,yo ,zo) 和 它 的 一 方向 向 量 s = (m,n,p) 为 已 知 时 ,直线 也 的 位 置 
就 完全 确定 了 . 下 面 我 们 来 建立 这 直线 的 方程 . 

设 点 M(x,y,z) 是 直线 上 的 任 一 点 , 则 向 量 M6, 忆 与 的 方向 向 量 s 平 行 
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(图 8 -35). 所 以 两 向 量 的 对 应 坐标 成 比例 ,由 于 MM= (x х,у — yo Z — 20), 
s=(m,n,p), 从 而 有 
x — Xo _ J 70 3 D 


m n p 


(4-2) 


反 过 来 ,如 果 点 М ЖЕШ L E, IA HFMM s 
不 平行 ,这 两 向 量 的 对 应 坐标 就 不 成 比例 . 因此 方程 
组 (4 -2) 就 是 直线 工 的 方程 ,叫做 直线 的 对 称 式 方 
程 或 点 向 式 方程 
直线 的 任 一 方向 向 量 s 的 坐标 түп 和 叫做 这 
直线 的 一 组 方向 数 ,而 向 量 s 的 方向 余弦 叫做 该 直线 的 方向 余弦 . 
由 直线 的 对 称 式 方程 容易 导出 直线 的 参数 方程 . 如 设 


х-% у-у Z-Z% _ 


kd 





图 8 -35 





m n p 
则 
X=Xo+mt, 
w (4-3) 
Z =Z + pt. 
方程 组 (4 -3) 就 是 直线 的 参数 方程 . 

例 1 用 对 称 式 方程 及 参数 方程 表示 直线 
X+y+z+l=0， 
ерке мея 

解 ” 先 找 出 这 直线 上 的 一 点 (xo,yo,zo). 例如 ,可 以 取 x。=1, 代 入 方程 组 

(4-4) ,得 


(4-4) 


y+z= -2, 
asas, 
解 这 个 二 元 一 次 方程 组 ,得 
yo=0, 25 = 一 2， 





(U 当 mn 和 pp 中 有 一 个 为 罕 , 例 如 m=0, 而 n 与 p 关 0 时 ,这 方程 组 应 理解 为 


х= =0, 
= 222120 


; 
n p 


当 严 站 和 关中 有 两 个 为 去 ,例如 下 = = 0, M p> 0 时 ,这 方程 组 应 理解 为 
x = xo =0, 
[, -yo = 0. 
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即 (1,0, -2) 是 这 直线 上 的 一 点 . 
下 面 再 找 出 这 直线 的 方向 向 量 s. 因为 两 平面 的 交 线 与 这 两 平面 的 法 线 向 
Жл, =(1,1,1),m =(2, -1,3) 都 垂直 ,所 以 可 取 











i j k 
8 =m, хп, = |1 1 l| =4i -j – 3k. 
2 -1 3 
因此 ,所 给 直线 的 对 称 式 方程 为 
а y _а+2 
4 -1 -3 
令 2 = -所 = 于 3 =1, 得 所 给 直线 的 参数 方程 为 
х=1+4, 
т ч 
z= -2—31. 
三 、 两 直线 的 夹 角 


两 直线 的 方向 向 量 的 夹 角 ( 通 常 指 锐角 或 直角 ) 叫 做 两 直线 的 夹 角 . 
RER L 和 天 的 方向 向 量 依次 为 % = (тү,п,,р,)ЯП s, =(m,,n,,p:), W L, 


Z ZS КАМ 
和 L, AEM „Sa ) 和 ( —5,,5,) =т 一 (si,s;) 两 者 中 的 锐角 或 直角 ,因此 
cos @ = |cos (s š Sz) l- 按 两 向 量 的 夹 角 的 余弦 公式 ,直线 L 和 直线 L, ВОЗЕ e 可 由 


Im m, +nin, +pip,| 


Jm +n +p m +n +p 
来 确定 . 


从 两 向 量 垂 直 平行 的 充分 必要 条 件 立 即 推 得 下 列 结论 : 
两 直线 L. 和 L, 互相 垂直 相当 于 тт, +n. n, +p ip. =0; 
Et 


(4-5) 





cos @ = 


两 直线 L, 和 L, 互相 平行 或 重合 相当 于 = 一 


n, 














y _z+3 x 
TARAL L, = = x, 
а= 1 Hro 


解 HRL BJ rini St s = (1, -4,1)， ер РЕР 
(2, -2, -1). KHER L, A L, 5 ф, ШЕ 2004-5) 9 
11х2+(-4) х(-2) +1х(-1)1 Д 


J1 + ( Ау 217 72 41 ( =2) ( D 2 





cos ф = 





TE 
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所 以 


四 、 直 线 与 平面 的 夹 角 


当 直线 与 平面 不 垂直 时 ,直线 和 它 在 平面 上 的 投影 直线 的 夹 角 
ё (0<w <>] FE HER 55 F tt 00 fi A 
8 -36) , 当 直 线 与 平面 垂直 时 ,规定 直线 与 平 





面 的 夹 角 为 了 
设 直线 的 方向 向 量 为 s= (m,n,p) ,平面 
的 法 线 向 量 为 n = (4,B,C) ,直线 与 平面 的 夹 图 8-36 


As 
角 为 ,那么 p= |F- (s.n) |, 因 此 sin е = leos (зун) ТЕЕ 


标 表 示 式 ,有 





lAm + Вп + Cp | 
/'А* + B° + С Vm + n° p 
因为 直线 与 平面 垂直 相当 于 直线 的 方向 向 量 与 平面 的 法 线 向 量 平行 ， 所 以 ， 
直线 与 平面 垂直 相当 于 





sin @ = 


(4-6) 





сЕ „ж, (4-7) 


因为 直线 与 平面 平行 或 直线 在 平面 上 相当 于 直线 的 方向 向 量 与 平面 的 法 线 
向 量 垂直 ,所 以 ,直线 与 平面 平行 或 直线 在 平面 上 相当 于 
Ат + Bn + Cp = 0. (4-8) 
ВІЗ 求 过 点 (1, -2,4) 且 与 平面 2x -3y+z-4=0 垂 直 的 直线 的 方程 . 
fg ”因为 所 求 直线 垂直 于 已 知 平面 ,所 以 可 以 取 已 知 平面 的 法 线 向 量 
(2, -3,1) 作 为 所 求 直 线 的 方向 向 量 . 由 此 可 得 所 求 直线 的 方程 为 
х-1_у+2 z-4 
2 -3 1 ` 














T. RBI 


#J4 求 与 两 平面 x*-4z=3 和 2x -y -5z=1 的 交 线 平行 且 过 点 ( -3,2,5) 的 


. 3% 5 
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直线 的 方程 . 
解法 一 ”因为 所 求 直线 与 两 平面 的 交 线 平行 ,也 就 是 直线 的 方向 向 量 s 一 
定 同时 与 两 平面 的 法 线 向 量 n, 垂直 ,所 以 可 以 取 











i j k 
s=n xn,=|1] 0 -4| = -(4i+3j+k), 
2 -1 -5 
因此 所 求 直 线 的 方程 为 
s43 у=2 2-3 
4 3 1 
解法 二 过 点 ( -3,2,5) 且 与 平面 x*-4z=3 平行 的 平面 的 方程 为 
х-42= -23， 


过 点 ( -3,2,5) 且 与 平面 2x -y -5z=1 平行 的 平面 的 方程 为 
2% =y- 3z = -33, 
所 求 直线 为 上 述 两 平面 的 交 线 , 故 其 方程 为 
х-42= -23, 
э 一 33. 
例 5 求 直线 < = nii z-4 
解 ” 所 给 直线 的 参数 方程 为 


x=2 +t, y=3+t,z=4+2t, 


与 平面 2x +y+z-6=0 的 交点 . 





代入 平面 方程 中 ,得 
2(2+1) + (3 +1) +(4+2) -6=0. 
解 上 列 方程 ,得 上 = -1. 把 求 得 的 1 值 代入 直线 的 参数 方程 中 , 即 得 所 求 交 点 的 
坐标 为 
y = 2 , 2 =, 
例 6 求 过 点 (2,1 ае == = a ASE BUR B. 
解 ” 先 作 一 平面 过 点 (2,1,3) 且 垂直 于 已 知 直线 ,那么 这 平面 的 方程 应 为 
3(х-2) +2(у-1) -(z-3) =0. (4-9) 
再 求 已 知 直线 与 这 平面 的 交点 .已 知 直线 的 参数 方程 为 
х= -l +3t, у=1 +21, z= 一 上 (4-10) 





ОШ: 2 ш 3 
把 (4 -10) 代 入 (4 9), ЖИВ i= АО З (7.7 7). 
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以 点 (2,1,3 ) 为 起 点 ,点 | 子 ,了 =) оа 
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2 6 
EA ee „ес буы ЫЙ 
| 2, 9 7( БД ,4 ) 


是 所 求 直 线 的 一 个 方向 向 量 , 故 所 求 直 线 的 方程 为 
%= 2 Y=1 .5s=3 
2 -1 4 
有 时 用 平面 束 的 方程 解 题 比较 方便 ,现在 我 们 来 介绍 它 的 方程 . 
设 直线 工 由 方程 组 





Ax+By+Cz+D =0, (4-11) 
PE (4-12) 

所 确定 ,其 中 系数 4、B,、C, УА, „В, C, 不 成 比例 . 我们 建立 三 元 一 次 方程 
Ах +В,у+Су2+р, +А(А,х +B,y+C,z+D,) =0, (4-13) 


其 中 А 为 任意 常数 . AX A, B.C, 5 A,.B,.C, 不 成 比例 ,所 以 对 于 任何 一 
个 A 值 ,方程 (4 - 13 ) 的 系数 :4 + AA..B, + AB,.C, + AC, 不 全 为 零 , 从 而 
方程 (4 - 13 ) 表 示 一 个 平面 , 若 一 点 在 直线 二 上 , 则 点 的 坐标 必 同 时 满足 方程 
(4 -11) 和 (4 -12) ,因而 也 满足 方程 (4 -13) , 故 方程 (4 - 13) 表示 通过 直线 
L 的 平面 , 且 对 应 于 不 同 的 A 值 ,方程 (4 - 13 ) 表 示 通 过 直线 了 的 不 同 的 平面 . 
反之 ,通过 直线 了 的 任何 平面 ( 除 平面 (4 -12) 外 ) 都 包含 在 方程 (4 - 13) 所 表 
示 的 一 族 平面 内 . 通过 定 直线 的 所 有 平面 的 全 体 称 为 平面 束 , 而 方程 (4 - 13 ) 就 
作为 通过 直线 L 的 平面 束 的 方程 (实际 上 ,方程 (4 - 13) 表示 缺少 平面 (4 - 12) 
WFR). 


/-z-l =0, 
例 7 жи O ,| Co 在 平面 ++y+z=0 上 的 投影 直线 的 方程 
x+y-z-1=0, 
解 + 直线 | 的 平面 束 的 方程 为 
x-y+z+] =0 


(x+y-z-1)+Aà(x-y+z+1)=0, 
即 
(1+A)x+(1 -A)y+(-1+A)z+(-1+A)=0, (4-14) 
其 中 A 为 待定 常数 . 这 平面 与 平面 *+y+z=0 垂直 的 条 件 是 
(1+A) .1+(1-A) .1+(-1+A) :1=0, 
即 
À +1 =O, 
由 此 得 
À = -1. 
代 人 (4-14) 式 ,得 投影 平面 的 方程 为 


«35. 


第 八 章 “向量 代数 与 空间 解析 几何 





2y -2z -2 =0 
即 
у-2-1=0 
所 以 投影 直线 的 方程 为 
у-2-1=0, 
Ир 
> їй 8-4 


1, 行 








2; 求 过 两 点 MM (3， -2,1) 和 М, ( КРОИ 
з. 用 对 称 式 方程 及 参数 方程 表示 直线 


х-у+2=1, 
нан 
4. 求 过 点 (2,0, -3) 且 与 直线 
x-2y+4z-7=0, 
сеа =0 


垂直 的 平面 方程 . 
5x -3y +3z-9 =0, __ 2x +2у -z +23 =0, 
5. жна | 与 直线 | 的 夹 角 的 余弦 . 
Зх-2у+:-1=0 Зх+8у+2-18 =0 
х+2у-=7, 3%+6y—3z=8, _ 
6. шина | 与 直线 | 平行 
-2x+y+z=7 2x-y-z=0 


7. 求 过 点 (0,2,4) 且 与 两 平面 x+2z=1 和 y-3z=2 平 行 的 直线 方程 
8. 求 过 点 (3,1， -2) 且 通过 直线 -= уз = 过 的 平面 方程 











2 
x+y+3z=0, _ 
9. 求 直线 | “与 平面 *-Y-z+1 =0 ЮЛ. 
х-у-2 = 
10. 试 确定 下 列 各 组 中 的 直线 和 平面 间 的 关系 : 
х+3_у+4_ 00, Iy 27- 
(1) -7 7 =" Rl 4x 2y -2z = 
(2) $ =- ŻA 3x -2y +72 =8; 
了 =3 














š ы (1,2 Ае 


х+2у-2+1=0, 2x -у+:=0, 
和 
х-у+:-1=0 x-y+z=0 
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平行 的 平面 的 方程 . 
12. 求 点 ( -1,2,0) 在 平面 x+2y-z+1l=0 上 的 投影 . 
x+y-z+]=0, 
з. 求 点 P(3，-1.2) 到 直线 | 的 距离 
2x-y+z-4=0 
14. 设 M, 是 直线 了 外 一 点 ,4 是 直线 二 上 任意 一 点 , 且 直 线 的 方向 向 量 为 8, 试 证 :点 Mo 
到 直线 也 的 距离 
IM,M x< s| 
d=— >. 
|$! 
2x-4y+z=0, 
i 在 平面 4x -y+z=1 上 的 投影 直线 的 方程 . 
3x-y-2z-9=0 
16. 画 出 下 列 各 平面 所 围 成 的 立体 的 图 形 : 
(1) х=0, у=0, 2=0, x=2,y=1,3x+4y +2z -12=0; 


15. 求 直线 | 


(2) w=0 z= 0, =, y= z=% 
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一 、 曲 面 研究 的 基本 问题 


在 空间 解析 几何 中 ,关于 曲面 的 研究 有 下 列 两 个 基本 问题 ; 

(1) 已 知 一 曲面 作为 点 的 几何 轨迹 时 ,建立 这 曲面 的 方程 ; 

(2) BEHEER х,у 和 z 间 的 一 个 方程 时 ,研究 这 方程 所 表示 的 曲面 的 形状 . 

在 第 三 节 中 关于 建立 一 种 最 简单 的 曲面 一 一 平面 方程 的 例子 就 属于 基本 问 
题 (1) ,以 下 是 建立 另 一 种 特殊 曲面 一 一 球面 方程 的 例子 . 


例 1 建立 球 心 在 点 Mo(xo,yo,z) FEH R 的 球面 的 方程 . 
## 设 Mxz,y,z) 是 球面 上 的 任 一 点 (图 8 -37) , 则 
IM,M = R. 


由 于 


IMMI = (х) + (у-у) + (2-а), 
所 以 


/(х —хь)* +(у-у,) + (2-20) =R, 











或 
(х-х„) + (у-уу) +(z-z) =R. (5-1) 
这 就 是 球面 上 的 点 的 坐标 所 满足 的 方程 . 而 不 在 图 8 -37 
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球面 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 这 方程 .所 以 方程 (5 -1) 就 是 以 M,C Xo Yoza) HER 
心 R 为 半径 的 球面 方程 . 
如 果 球 心 在 原点 ,那么 ze = yo =z =0, 从 而 球面 方程 为 
x +у +2? = R°. 
下 面 举 一 个 由 已 知 方程 研究 它 所 表示 的 曲面 的 例子 
例 2 方程 x +y +: -2x+4y=0 表示 怎样 的 曲面 ? 
АЕ ”通过 配方 , 原 方程 可 以 改写 成 
(x-1)' +(y+2) +Z =5. 
与 (5 -1) 式 比较 ,就 知道 原 方程 表示 球 心 在 点 M (1, -2,0) .半径 R=V5 的 
球面 . 
一 般 地 , 设 有 三 元 二 次 方程 
Ax? +Ay +Az +Dx+Ey+Fz+G=0, 
这 个 方程 的 特点 是 缺 xy ,yz,zx 各 项 ,而 且 平 方 项 系数 相同 ,只 要 将 方程 经 过 配方 
可 以 化 成 方程 (5 -1) 的 形式 , 则 它 的 图 形 就 是 一 个 球面 . 
下 一 目 中 ,讨论 旋转 曲面 ,也 是 基本 问题 (1) 的 例子 ;而 第 三 、 四 目 中 分 别 讨 
论 柱 面 . 二 次 曲面 , 则 是 基本 问题 (2) 的 例子 . 





二 、 旋 转 曲 面 


以 一 条 平面 曲线 绕 其 平面 上 的 一 条 直线 旋转 一 周 所 成 的 曲面 叫做 旋转 曲 
面 ,旋转 曲线 和 定 直线 依次 叫做 旋转 曲面 的 生 线 和 轴 
TE yOz 坐标 面 上 有 一 已 知 曲线 C , 它 的 方程 为 
/\у,г) =0, 
把 这 曲线 绕 z 轴 旋 转 一 周 ,就 得 到 一 个 以 z 轴 为 轴 的 旋转 曲面 (图 8 -38). 它 的 方 
程 可 以 求 得 如 下 : 
设 M1(0,yi,z1) 为 曲线 C 上 的 任 一 点 , 则 有 
Ау z ) =0. (5=2) 
当 曲 线 C 绕 z 轴 旋转 时 ,点 М, 绕 z 轴 转 到 男 一 点 
M(x,y,z) ,这 时 z=z 保持 不 变 , 且 点 凡 到 z 轴 的 
距离 


= Vx +y = ly,l. 
将 za =2,у = + ух +y 代入 (5 -2) 式 ,就 有 6 
+ Vx +y,z) =0, (5-3) E 8 -38 
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这 就 是 所 求 旋转 曲面 的 方程 . 
由 此 可 知 ,在 曲线 C 的 方程 f(y,z) =0 中 将 y 改 成 + Vx +y, 便 得 曲线 С 
绕 z 轴 旋转 所 成 的 旋转 曲面 的 方程 . 
同 理 ,曲线 C 绕 y 轴 旋转 所 成 的 旋转 曲面 的 方 
程 为 






2 M, (0, у, zı) 


Қу, + Vx +z) =0. (5-4) 
例 3 直线 工 绕 另 一 条 与 也 相交 的 直线 旋转 
一 周 ,所 得 旋转 曲面 叫做 圆锥 面 , 两 直线 的 交点 叫 
做 贺 锥 面 的 项 点 ,两 直线 的 夹 角 a (0 <= <)" 
做 圆锥 面 的 半 项 角 . 试 建立 顶点 在 坐标 原点 О, 
转轴 为 z= 轴 , 半 顶 角 为 a 的 圆锥 面 (图 8 -39) 的 
方程 . 图 8 -39 
解 ” 在 y0z 坐标 面 上 ,直线 上 的 方程 为 
z=vycot n, (5-9) 
因为 旋转 轴 为 z 轴 ,所 以 只 要 将 方程 (5 -5) 中 的 y 改 成 + Vx +y, 便 得 到 这 
锥 面 的 方程 


M (x, y, z) 


或 
z =a (x +y), (5-6) 
其 中 a = col а. 
显然 ,圆锥 面 上 任 一 点 M 的 坐标 一 定 满 足 方程 (5 -6). 如 果 点 M AR E 
锥 面 上 ,那么 直线 OM 与 z 轴 的 夹 角 就 不 等 于 a, 于 是 点 人 M 的 坐标 就 不 满足 方 
程 (5 -6). 
例 4 将 x*0z 坐 标 面 上 的 双 曲 线 


分 别 绕 z 轴 和 % 轴 旋转 一 周 , 求 所 生成 的 旋转 曲面 的 方程 . 
解 ” 绕 z 轴 旋转 所 成 的 旋转 曲面 叫做 旋转 单 叶 双 曲 而 (图 8 -40), 它 的 方 
程 为 
+y _: 


a ë 


#é x 轴 旋 转 所 成 的 旋转 曲面 叫做 旋转 双 叶 双 曲 面 (图 8 一 41), 它 的 方程 为 
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E 8 -40 8—41 


我 们 先 分 析 一 个 具体 的 例子 . 

例 5 方程 x +y =R 表示 怎样 的 曲面 ? 

解 方程 x +y =R ХЕ хОу 面 上 表示 圆心 在 原点 O .半径 为 尺 的 圆 . 在 空间 
直角 坐标 系 中 ,这 方程 不 含 紧 坐标 z, 即 不 论 空 间 点 的 竖 坐 标 z 怎样 ,只 要 它 的 横 
坐标 x 和 纵 坐 标 y 能 满足 这 方程 ,那么 这 些 点 就 在 这 曲面 上 . 这 就 是 说 ,凡是 通 
过 x0y MAA х +y =R 上 一 点 M(x,y,0), 且 平行 于 z 轴 的 直线 1 都 在 这 曲面 
上 ,因此 ,这 曲面 可 以 看 做 是 由 平行 于 z 轴 的 直线 1 沿 x0y HQ E BD C + ` = R° 
移动 而 形成 的 . 这 曲面 叫做 圆柱 面 (图 8 -42) „хОу iñi E IJ х + ` = R° 叫做 它 
的 准 线 ,这 平行 于 z 轴 的 直线 /叫做 它 的 母线 . - 

一 般 地 ,直线 工 沿 定 曲线 C 平行 移动 形成 的 
轨迹 叫做 柱 面 , 定 曲 线 C 叫做 柱 面 的 准 线 , 动 直线 
L 叫 做 柱 面 的 母线 . 

上 面 我 们 看 到 ,不 含 z 的 方程 x** +y = R) 在 空 
间 直 角 坐 标 系 中 表示 圆柱 面 , 它 的 母线 平行 于 2 
轴 , 它 的 准 线 是 хОу Iñ Е Y +y = R°. 

类 似 地 ,方程 y =2x 表示 母线 平行 于 z 轴 的 
柱 面 , 它 的 准 线 是 хОу 面 上 的 抛物 线 ” = 2x ,该 柱 
面 叫做 抛物 柱 面 (图 8 -43 ). 
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又 如 ,方程 xz-y=0 表 示 母 线 平 行 于 z 轴 的 柱 面 , 其 准 线 是 хОу 面 上 的 直线 
x-y=0, 所 以 它 是 过 =z 轴 的 平面 (图 8 — 44). 





图 8 -43 图 8 -44 


ЖЖ, Я х,у Пі z 的 方程 r(x,y) =0 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 母线 
平行 于 z 轴 的 柱 面 ,其 准 线 是 x0y 面 上 的 曲线 C:F(x,y) =0 (8 -45). 

类 似 可 知 ,只 含 x、z 而 缺 y 的 方程 C(x,z) =0 MRE yz П х 的 方程 
H(y,z) =0 分 别 表示 母线 平行 于 7 BHH x 轴 的 柱 面 . 

例如 ,方程 x-z=0 表示 母线 平行 于 y 轴 的 柱 面 , 其 准 线 是 x0z 面 上 的 直线 
x -2z=0. 所 以 它 是 过 7y 轴 的 平面 (图 8 -46). 





图 8 -45 E 8 -46 


四 、 二 次 曲面 


与 平面 解析 几何 中 规定 的 二 次 曲线 相 类 似 ,我 们 把 三 元 二 次 方程 F(x,y,z) = 
0 所 表示 的 曲面 称 为 二 次 曲面 ,把 平面 称 为 一 次 曲面 . 
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二 次 曲面 有 九 种 ,适当 选取 空间 直角 坐标 系 , 可 得 它们 的 标准 方程 . 下 面 就 
九 种 二 次 曲面 的 标准 方程 来 讨论 二 次 曲面 的 形状 . 

(1) 椭圆 锥 面 和 + 

以 垂直 于 z 轴 的 平面 z=1 截 此 曲面 , 当 41=0 时 得 一 点 (0,0,0); 当 10 时 ， 
得 平面 z=t 上 的 椭圆 





攻 де 
, (at)? (bt)? 
`á t AE, ERRIRIK ШЕЙ ИСЛЕ BJ Ra B], e MARIREA 0 时 ， 
这 族 椭圆 从 大 到 小 并 缩 为 一 点 . 综合 上 述 讨论 ,可 得 椭圆 锥 面 (1) 的 形状 如 图 
8 -47 所 示 . 

平面 z==1 与 曲面 (x,y,z) =0 的 交 线 称 为 截 痕 . 通过 综合 截 痕 的 变化 来 了 
解 曲面 形状 的 方法 称 为 截 痕 法 . 

我 们 还 可 以 用 伸缩 变形 的 方法 来 得 出 椭圆 锥 面 (1) 的 形状 . 

先 说 明 хОу 平面 上 的 图 形 伸缩 变形 的 方法 . ТЕ хОу 平面 上 ,把 点 M(x,y) 变 
Ж М'(х,Ау) ,从 而 把 点 M 的 轨迹 C 变 为 点 M' 的 轨迹 C', 称 为 把 图 形 C 沿 ) 
轴 方 向 伸缩 A 倍 变 成 图 形 C'; 假如 C 为 曲线 F(x,y) =0, 4 М(х,у) e C, М 


变 为 点 M'(x,,y, ) ,其 中 х, = х,у. = Ау, Bh x, = x,y, =n. 因 点 MeC, 有 
] © j ç 
s n i 


F(=) = =0. ИШИ + = a? 沿 y 轴 方向 伸缩 二 fè BEHRA ++ =1 
(图 8 –48). 
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类 似 地 ,把 空间 图 形 沿 y 轴 方 向 伸缩 一 248 ПЕ = > (图 8 -39) 就 


УШИНЕТИП; += (B 8 - 47). 


利用 圆锥 面 (旋转 曲面 ) 的 伸缩 变形 来 得 出 椭圆 锥 面 的 形状 ,这 种 方法 是 研 
究 曲 面 形 状 的 一 种 较 方便 的 方法 . 
x у? | 


(2) РКА n ЖҮ 8 
— a b C 


把 х0: EM к=] 绕 z 轴 旋 转 ,所 得 曲面 称 为 旋转 椭 球 面 ,其 方 


程 为 


再 把 旋转 棋 球 面 沿 y 轴 方向 伸缩 之 信 , 便 得 椭 球 面 
(2) 的 形状 如 图 8 -49 所 示 . 
Чарс, КИ) а ву + =a, 
这 是 球 心 在 原点 .半径 为 a 的 球面 显然, 球面 是 旋转 
沽 球面 的 特殊 情形 ,旋转 椭 球 面 是 椭 球 面 的 特殊 情 
Ж. {Ей e +y? +Z = 沿 = 轴 方 向 伸缩 < 倍 , 即 得 





旋转 本 球面 “+ H51; ТИХ 
(3) 单 叶 双 曲面 л 


2 
2 


把 x0 面 上 的 双 曲 线 忆 - 2; =1 绕 z 轴 旋 转 ,得 旋转 单 叶 双 曲面 7—52 - = 


(图 8 -40). 把 此 旋转 曲面 沿 轴 方向 伸缩 二 倍 , 即 得 单 叶 双 曲 面 (3)， 
(4) ЖШ 2-0-1 
把 х0: 面 上 的 双 昌 线 气 -所 =1 B x ШЕ, НДЕ 7; 2—1 = 

c a с 


(8-41), 把 此 旋转 曲面 沿 y 轴 方 向 伸缩 — fi, 即 得 双 叶 双 曲 面 (4). 


2 2 
x 
2 


(5) 椭圆 抛物 面 


r 23 9 
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把 *0z 面 上 的 抛物 线 一 = z ИЕ z 轴 旋 转 , 所 得 曲面 叫做 旋转 抛物 面 ,如 图 


8 -50 所 示 . 把 此 旋转 曲面 沿 y 轴 方 向 伸缩 二 倍 , 即 得 柄 
圆 抛物 面 (5). 

(6) 双 曲 抛物 面 А 

双 曲 抛物 面 又 称 马鞍 面 ,我 们 用 截 痕 法 来 讨论 它 的 
形状 . 

用 平面 * = 截 此 曲面 ,所 得 截 痕 7 为 平面 + = L BO 
抛物 线 





此 抛物 线 开 口 朝 下 ,其 顶点 坐标 为 


жег, =; z=, 

a 

Щщ, RER, l 的 形状 不 变 ,位 置 只 作 平 移 , 而 ! 的 顶点 的 轨迹 为 平面 y=0 上 的 
抛物 线 


以 ! 为 母线 ,为 准 线 ,母线 1! 的 顶点 在 准 线 了 上 滑动 , 且 母 线 作 平行 移动 ， 

这 样 得 到 的 曲面 便 是 双 曲 抛物 面 (6 ) , 如 
图 8 -51 所 示 . 

还 有 三 种 二 次 曲面 是 以 三 种 二 次 曲 
线 为 准 线 的 柱 面 

人 

2 P ИГУ 
依次 称 为 椭圆 柱 面 、 双 曲 柱 面 、 抛 物 柱 面 . 
柱 面 的 形状 在 第 三 目 中 已 经 讨论 过 ,这 里 
ЖЕЖ. 


2 
‚х =ау, 





1. 一 球面 过 原点 及 4(4,0,0).B(1,3,0) 和 6C(0,0, -4) 三 点 , 求 球面 的 方程 及 球 心 的 坐 
标 和 半径 . 
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表示 


2. 建立 以 点 (1,3, -2) 为 球 心 , 且 通 过 坐标 原点 的 球面 方程 . 
3. Jy л +y +z -2х +4у +2:=0 表示 什么 曲面 ? 

4. 求 与 坐标 原点 О 及 点 (2,3 ,4) 的 距离 之 比 为 1:2 的 点 的 全 体 所 组 成 的 曲面 的 方程 , 它 
怎样 的 曲面 ? 

5. 将 x0z 坐标 面 上 的 抛物 线 z = 5х 绕 x 轴 旋转 一 周 , 求 所 生成 的 旋转 曲面 的 方程 . 

6. 3 х0: 坐标 面 上 的 圆 + +: =9 绕 z 轴 旋转 一 周 , 求 所 生成 的 旋转 曲面 的 方程 . 

7. 将 x0y 坐标 面 上 的 双 曲 线 4x” -9y* =36 分 别 绕 x 轴 及 y 轴 旋 转 一 周 , 求 所 生成 的 旋转 


曲面 的 方程 . 


ee 


(32 -+ (4) у -z= 

(5) z=2- x°. 

9. 指出 下 列 方程 在 平面 解析 几何 中 和 在 空间 解析 几何 中 分 别 表示 什么 图 形 : 
(1) x=2; (2) у=х+1; 

е ды (4) х'-у*=1. 


说 明 下 列 旋 转 曲 面 是 怎样 形成 的 : 


z 


х y 
(1) C * йыш. (0) # „Ж =N 
(3) x -y -z=1; (4) (z-a) =x +y. 
11. 夯 出 下 列 方程 所 表示 的 曲面 : 
а i =4; (2) а? =y = ; 
2 2 
y 


12. 画 出 下 列 各 曲面 所 围 立体 的 图 形 : 
(1) z=0, z=3, х-у=0, х -{Зу=0, x +7 =1 (在 第 一 卦 限 内 ); 
(2) w#=0 p= 0, ==0, а? + у? = К, ү? +z = R° (在 第 一 卦 限 内 ). 
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一 、 空 间 曲线 的 一 般 方程 


在 第 三 节 中 ,我 们 已 经 知道 空间 曲线 可 以 看 做 两 个 曲面 的 交 线 . 设 
F(x,y,z) =0 和 G(x,y,z) =0 


是 两 个 曲面 的 方程 , 则 方程 组 
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ү =0, (61) 
С(х,у,2) =0. 
就 是 这 两 个 曲面 的 交 线 C 的 方程 ,这 方程 组 (6 -1) 也 叫做 空间 曲线 C 的 一 般 
方程 . 
例 1 方程 组 
x +y =l, 
M +32=6 
表示 怎样 的 曲线 ? 


解 ” 方 程 组 中 第 一 个 方程 表示 母线 平行 于 : 轴 的 圆柱 面 ,其 准 线 是 хОу 面 
上 的 圆 ,圆心 在 原点 0, 半 径 为 1. 方程 组 中 第 二 个 方程 表示 一 个 母线 平行 于 y 轴 
的 柱 面 ,由 于 它 的 准 线 是 :0x 面 上 的 直线 ,因此 它 是 一 个 平面. 方程 组 就 表示 上 
述 平面 与 圆柱 面 的 交 线 , 如 图 8 - 52 所 示 . 

例 2 方程 组 





表示 怎样 的 曲线 ? 
解 ” 方 程 组 中 第 一 个 方程 表示 球 心 在 坐标 原点 0, 半 径 为 a 的 上 半球 面 . 第 二 
个 方程 表示 母线 平行 于 z 轴 的 圆柱 面 , 它 的 准 线 是 хОу 面 上 的 圆 , 这 圆 的 圆心 在 点 


[2 9] ,半径 为 .方程 组 就 表示 上 述 半球 面 与 圆柱 面 的 交 线 ,如 图 8 - 53 所 示 





8—52 8—53 


二 、 空 间 曲线 的 参数 方程 


空间 曲线 C 的 方程 除了 一 般 方程 之 外 ,也 可 以 用 参数 形式 表示 ,只 要 将 C 
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上 动 点 的 坐标 xy 和 z 表示 为 参数 1 的 函数 : 
х=х(1), 
y=y(t), (6-2) 
zst iy. 
当 给 定 1=4 时 ,就 得 到 C EAA (х, yz) Ж t IZE a 8 u] ak C 上 
的 全 部 点 . 方程 组 (6 -2 ) ajili Z B) 2 2 TE. 
ВЗ ”如果 空 间 一 点 履 在 圆柱 面 x +y =a E 
以 角速度 w 绕 z 轴 旋转 ,同时 又 以 线 速 度 v 沿 平行 
于 z 轴 的 正方 向 上 升 (其 中 w 和 w 都 是 常数 ) ,那么 
点 必 构 成 的 图 形 叫 做 螺旋 线 . 试 建立 其 参数 方程 . 
解 ” 取 时 间 :为 参数 . 设 当 上 =0 时 , 动 点 位 于 x% 
轴 上 的 一 点 A(a,0,0) 处 . 经 过 时 间 1, 动 点 由 4 运动 
到 M(x,y,z) (Ed 8 —54). i M Æ хОу 面 上 的 投影 
为 M',M' 的 坐标 为 x,y,0. 由 于 动 点 在 圆柱 面 上 以 角 
速度 o 绕 z 轴 旋转 ,所 以 经 过 时 间 г, 2 АОМ' = ot. 
从 而 








x = \ОМ'\соз Z АОМ' = асоѕ ot, 
у = !ОМ'|зїп Z АОМ' = аѕіп ot. 
由 于 动 点 同时 以 线 速 度 " 沿 平行 于 z 轴 的 正方 向 上 升 , 所 以 
2= М'М =ш. 
因此 螺旋 线 的 参数 方程 为 
x = acos wt, 
=» wt, 
z = tt. 
也 可 以 用 其 他 变量 作 参 数 . 例如 令 0 = wi, 则 螺旋 线 的 参数 方程 可 写 为 
х =acos 0, 
=" 0, 


z = 00. 
这 里 4 = 一 ,而 参数 为 0. 


螺旋 线 是 实践 中 常用 的 曲线 . 例如 ,平头 螺丝 钉 的 外 缘 曲 线 就 是 螺旋 线 . 当 
我 们 拧紧 平头 螺丝 钉 时 , 它 的 外 缘 曲 线 上 的 任 一 点 ,一 方面 绕 螺 丝 钉 的 轴 旋 
转 , 男 一 方面 又 沿 平行 于 轴线 的 方向 前 进 ,点 M 就 走出 一 段 螺 旋 线 . 

螺旋 线 有 一 个 重要 性 质 ; 当 0 从 9, 变 到 9,+a 时 ,z 由 b0, ЯХ U b0, + Ба. 这 
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说 明 当 ОМ' pÓ f a 时 ,点 MM 沿 螺旋 线 上 升 了 高 度 ba, 即 上 升 的 高 度 与 ОМ 
过 的 角度 成 正比 . 特别 是 当 0M' 转 过 一 周 , 即 o = 2 时 ,点 M L Jr ë] +E BJ s E 
h =2лЬ. 这 个 高 度 h=27b 在 工程 技术 上 叫做 螺 距 . 

“曲面 的 参数 方程 

下 面 顺便 介绍 一 下 曲面 的 参数 方程 . 曲面 的 参数 方程 通常 是 含 两 个 参数 的 


方程 , 形 如 
xX=x(s,t) ， 
ze. (6-3) 
sas, t): 
例如 空间 曲线 T 
x= @(t), 
рево, («<<8) 
2=0(1) 
绕 z 轴 旋转 ,所 得 旋转 曲面 的 方程 为 
к= Vle +U Гео, 
зе e, aeien) 
2=0(1) 
这 是 因为 ,固定 一 个 心得 忆 上 一 点 MGCe(b ypa), olt)), AM, 绕 z 轴 旋转 ,得 
空间 的 一 个 圆 ,该 圆 在 平面 z=w(t) 上 ,其 半径 为 点 Mi 到 z 轴 的 距离 
Меи TCD ,因此 ,固定 ,的 方程 (6 -4) 就 是 该 圆 的 参数 方程. 再 令 1 
在 [a,B] 内 变动 ,方程 (6 -4) 便 是 旋转 曲面 的 方程 . 
例如 直线 
yal, 
гг 
2=21 


绕 z 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 (图 8 -55 ) 的 方程 为 
! = /l +! cos 0, 








(6-4) 





y= V1 + зіп 0, 


z = 2⁄4 
(上 式 消去 ! 和 6, 得 表面 的 直角 坐标 方程 为 у =1 +). 
又 如 球面 x* +y +z =a 可 看 成 z0x 面 上 的 半圆 周 
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X=asin e, 
г О<фр<т 


z=acos ф, 

绕 z 轴 旋转 所 得 (图 8 -56) , 故 球面 方程 为 
x =asin ecos 0, 
[sasn osin 0, 


2 = асоѕ ф, 





图 8 – 55 


三 、 空 间 曲 线 在 坐标 面 上 的 投影 


设 空间 曲线 С 的 一 般 方程 为 (6 -1) ,现在 来 研究 由 方程 组 (6 -1) 消 去 变量 
后 (如 果 可 能 的 话 ) 所 得 的 方程 
H(x,y) =0. (6-5) 

由 于 方程 (6 -5) 是 由 方程 组 (6 -1) 消 去 z ин, 因此 当 x、y 和 z 
满足 方程 组 (6 -1) 时 ,前 两 个 数 x、y 必定 满足 方程 (6 -5) ,这 说 明 曲线 C 上 的 
所 有 点 都 在 由 方程 (6 -5) 所 表示 的 曲面 上 . 

由 上 市 知 道 ,方程 (6 -5) 表 示 一 个 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 .由 上 面 的 讨论 可 
知 ,这 柱 面 必定 包含 曲线 C. 以 曲线 C 为 准 线 、 母 线 乎 行 于 z 轴 ( 即 垂直 于 хОу 
面 ) 的 柱 面 叫做 曲线 C 关于 хОу 面 的 投影 柱 面 ,投影 柱 面 与 x0y 面 的 交 线 叫做 
空间 曲线 C 在 хОу 面 上 的 投影 曲线 ,或 简称 投影 . 因此 ,方程 (6 -5) 所 表示 的 柱 
面 必定 包含 投影 柱 面 , 而 方程 





H(x,y) =0， 
| =0 
所 表示 的 曲线 必定 包含 空间 曲线 C 在 xOy 面 上 的 投影 

同 理 , 消 去 方程 组 (6 - 1) 中 的 变量 x 或 变量 y, 再 分 别 和 > =0 或 y=0 联 立 ， 
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我 们 就 可 得 到 包含 曲线 C 在 y0z 面 或 x0z 面 上 的 投影 的 曲线 方程 : 
w =0, š Чеш 


х=0, у =0. 
例 4 已 知 两 球面 的 方程 为 
x +y +: =l (6 -6) 
和 
x +(y-1) +(z-1)°=1, (6-7) 


求 它们 的 交 线 C 在 хОу 面 上 的 投影 方程 . 
解 ” 先 求 包含 交 线 C 而 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 方程 . 因此 要 由 方程 (6-6)、 
(6 -7) 消 去 z, 为 此 可 先 从 (6 -6) 式 减 去 (6 -7) 式 并 化 简 , 得 到 
y+z=1. 
再 以 z=1 -yY 代 人 方程 (6-6) 或 (6 -7) 即 得 所 求 的 柱 面 方程 为 
х? +2y -2y=0. 
容易 看 出 ,这 就 是 交 线 C 关于 хОу 面 的 投影 柱 面 方程 ,于 是 两 球面 的 交 线 在 хОу 
面 上 的 投影 方程 是 
х? +2y -2y=0, 
= 0. 
在 重 积分 和 曲面 积分 的 计算 中 ,往往 需要 确定 一 个 立体 或 曲面 在 坐标 面 上 
的 投影 ,这 时 要 利用 投影 柱 面 和 投影 曲线 . 
BIS 设 一 个 立体 由 上 半球 面 z= /4-х -у 和 锥 面 z= V3(x + y° ) 所 围 
成 (图 8 -57) , 求 它 在 хОу 面 上 的 投影 . 
解 ” 半 球面 和 锥 面 的 交 线 为 
cfi- МА = у, 
由 上 列 方程 组 消去 z, 得 到 x +y =1. 这 是 一 个 
母线 平行 于 z 轴 的 圆柱 面 ,容易 看 出 ,这 恰好 是 
交 线 C 关于 хОу 面 的 投影 柱 面 ,因此 交 线 C 在 
хОу 面 上 的 投影 曲线 为 
x +y =1, 图 8 -57 
= 0. 
这 是 хОу 面 上 的 一 个 圆 ,于 是 所 求 立 体 在 *Oy 面 上 的 投影 ,就 是 该 圆 在 x0y 面 上 
所 围 的 部 分 





2 „2 
x +y Sl. 
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总 习题 八 





习 їй 8-6 


1. 画 出 下 列 曲线 在 第 一 卦 限 内 的 图 形 : 


p= z= V4-x =y, 
0] (2) 

y=<; х-у=0; 

x +y =а? 
(3) | а: PE. 

X +2 =а 


2. 指出 下 列 方程 组 在 平面 解析 几何 中 与 在 空间 解析 几何 中 分 别 表示 什么 图 形 : 


2 2 


=5х+1, А], 
ор А СЕ 


у= 25-3: y=3. 
| Я 24? +y +: =16, 
3 ARS ата и y тазан] l s ao оо 
x +z -у = 
4. RIRI ну + =9 与 平面 x+z= 1 的 交 线 在 <Oy 面 上 的 投影 的 方程 
5 将 下 列 曲线 的 一 般 方程 化 为 参数 方程 : 


a “1 тен» А е 

у= xs 2= 0. 
х = асоѕ 0, 

6. кишва 9, 在 三 个 坐标 面 上 的 投影 曲线 的 直角 坐标 方程 . 
z = b0 


7. 求 上 半球 0<z< Va -x -y 与 圆柱 体 x +y Sar (a>0) 的 公共 部 分 在 хОу 面 和 
x0z 面 上 的 投影 . 
8. 求 旋转 抛物 面 z:==x +y (0<z<4) 在 三 坐标 面 上 的 投影 . 


总 习题 八 


1. 填空 : 

(1) 设 在 坐标 系 [0;i,j,k] 中 点 4 和 点 M 的 坐标 依次 为 (xzo,yo,z) 和 (xz,y,z), 则 在 
[4;i,jk] 坐 标 系 中 ,点 M 的 坐标 为 АШ ОМ ЛЕ фк A 

(2) 设 数 和 A .A, A, 不 全 为 0, 使 Aja+Asb+Asc =0, 则 a.b.e 三 个 向 量 是 的 ; 

(3) Za=(2,1,2),b=(4,-1,10),c=b-àa,Ralc, À = 

(4) Zlal=3,1bl =4,1lcl = 5, Rijiit a+b+c=0,Jljla xb +b xc +c xal = 


2. 下 列 两 题 中 给 出 了 四 个 结论 ,从 中 选 出 一 个 正确 的 结论 : 


sS] < 
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1, 
4 则 并 的 参数 方程 为 ( J; 


(1) 设 直线 4 的 方程 为 { O 
2x+y+z 


х=1-21, х=1-21, 
(А) уат (В) |y= -is 
z=1 +31 2=1 +31 
%=1-21, х=1-21, 
(С) aaa (D) eat 
zal +3⁄1 z= l + 3t 


(2) 下 列 结论 中 ,错误 的 是 ( ). 

(A) z+2xz +y = 0 表示 椭圆 抛物 面 

(В) х2 +2y =1+3z 表示 双 叶 双 曲 面 

(C) х? +y- (z -1)° =0 表示 圆锥 面 

(D) у =5х 表示 抛物 柱 面 

3. 在 y 轴 上 求 与 点 4(1, -3,7) 和 点 8(5,7, -5) 等 距离 的 点 . 

4. 已 知人 4BC 的 顶点 为 4(3,2, -1) .8B(5,-4,7) 和 CC-1,1,2), 求 从 顶点 C 所 引 中 线 
的 长 度 . 
. 设 A4BC 的 三 边 BC =a ‚СА =b AB =c, Z rh KAK N DEF RAEE a b c 表示 
AD .BE СЁ, ЕН 





AD + BE + CË = 0. 
6. 试用 向 量 证 明 三 角形 两 边 中 点 的 连 线 平 行 于 第 三 边 , 且 其 长 度 等 于 第 三 边 长 度 的 一 半 . 
7. Z#la+bl=la-bl,a=(3,-5,8),b=( -1,1,z) ,š] z. 


ZS 
8. 设 lal =V3,1bl=1,(a,b) = КИМ a+b 与 a -b 的 夹 角 . 


z 
9. 设 at3bl7a-5b,a-4bl7a-2b, 求 (a,b). 


ZN 
10. 设 a=(2, -1, -2),b=(1,1,z), 问 z 为 何 值 时 (a,b) 最 小 ?并 求 出 此 最 小 值 . 


11. 设 lal =4,1b| = 二, 求 以 e+28 Жа -3b 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 
12. 设 a=(2, -3,1),b=(1, 一 2,3),c=(2,1,2), 向 量 r 满 足 rla,r1ib,Prjr=14, 
Жог. 

13. i#a=(-1,3,2),b=(2,-3,-4),c=( -3,12,6) ,证 明 三 向 量 &.b c jtm. JE Hj a 
ЖЬ Желк c. 

14. 已 知 动 点 M(x,y,z) F) хОу 平面 的 距离 与 点 M 到 点 (1, -1,2) 的 距离 相等 , 求 点 М 
的 轨迹 的 方程 . 

15. 指出 下 列 旋 转 曲 面 的 一 条 母线 和 旋转 轴 : 


(1) z=2(x +y); (2) Ls 


36 9 36 
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(3) #ез{а# +), (a) -E-E a. 


z 
4 
16. 求 通过 点 4(3,0,0) 和 B(0,0,1) А У хОу 面 成 他 角 的 平面 的 方程. 
-z+1] =0， 
7. 设 一 平面 于 直 于 平面 :=0, 并 通过 从 点 (1, ашар о HER RHE 
Ж = 
平面 的 方程 





18， 求 过 点 ( - 1,0,4) , 且 平行 于 平面 3v -4y +z - 10 = 0, 又 与 直线 < = 二 = = 三 相交 
的 直线 的 方程 . 

19. 已 知 点 4(1.0,0) 及 点 B(0,2,1), 试 在 z 轴 上 求 一 点 C, 使 人 4BC 的 面积 最 小 . 
z=2-x - y, 


20. жа] ; | 
z=(x-1) +(y-1) 


在 三 个 坐标 面 上 的 投影 曲线 的 方程 . 
21. 求 锥 面 z= Vx +у 与 柱 面 z =2x 所 围 立体 在 三 个 坐标 面 上 的 投影 . 
22. 画 出 下 列 各 曲面 所 围 立 体 的 图 形 : 
Š 2 = бүл ИР р 
(1) 抛物 柱 面 2y =x ,平面 z=0 及 本 с =1; 
(2) 抛物 柱 面 过 =1-z, 平 面 y=0,z=0 及 x+y=1li 
(3) 圆锥 面 z= Vx + 入 及 旋转 抛物 面 z=2 -x уг; 
(4) 旋转 抛物 面 x +y =, у =x, 平 面 :=-=0 及 x=1. 
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第 九 章 ” 多 元 函数 微分 法 及 其 应 用 


上 册 中 我 们 讨论 的 函数 都 只 有 一 个 自 变量 ,这 种 函数 叫做 一 元 函数 .但 在 很 
多 实际 问题 中 往往 牵涉 多 方面 的 因素 ,反映 到 数学 上 ,就 是 一 个 变量 依赖 于 多 个 
变量 的 情形 . 这 就 提出 了 多 元 肾 数 以 及 多 元 函数 的 微分 和 积分 问题 .本章 将 在 一 
元 函数 微分 学 的 基础 上 ,讨论 多 元 函数 的 微分 法 及 其 应 用 .讨论 中 我 们 以 二 元 也 
数 为 主 ,因为 从 一 元 函数 到 二 元 函数 会 产生 新 的 问题 ,而 从 二 元 函数 到 二 元 以 上 
的 多 元 函数 则 可 以 类 推 . 


第 一 节 多 元 函数 的 基本 概念 


一 、 平 面 点 集 `n 维 空间 


在 讨论 一 元 函数 时 ,一些 概念 .理论 和 方法 都 是 基于 R' 中 的 点 集 ,两 点 间 的 
距离 .区 间 和 和 邻 域 等 概念 . 为 了 将 一 元 函数 微 积分 推广 到 多 元 的 情形 ,首先 需要 
将 上 述 一 些 概 念 加 以 推广 ,同时 还 需 涉 及 一 些 其 他 概念 . 为 此 先 引入 平面 点 集 的 
一 些 基本 概念 ,将 有 关 概 念 从 R 中 的 情形 推广 到 R 中 ;然后 引入 n 维 空间 ,以 
便 推广 到 一 般 的 R" dh. 


1. 平面 点 集 


由 平面 解析 几何 知道 , 当 在 平面 上 引入 了 一 个 直角 坐标 系 后 ,平面 上 的 点 
P 与 有 序 二 元 实数 组 (x,y) 之 间 就 建立 了 一 一 对 应 . 于 是 ,我 们 常 把 有 序 实 数 
组 (x,y) 与 平面 上 的 点 P 视 作 是 等 同 的 . 这 种 建立 了 坐标 系 的 平面 称 为 坐标 
平面 . 二 元 有 序 实数 组 (x,y) 的 全 体 , 即 R =RxR=|(x,y)1x,ye Rl 就 表示 
坐标 平面 . 

坐标 平面 上 具有 某 种 性 质 P 的 点 的 集合 , 称 为 平面 点 集 , 记 作 

E=1(x,y)1(x,y) 具 有 性 质 P}. 
例如 ,平面 上 以 原点 为 中 心 r 为 半径 的 圆 内 所 有 点 的 集合 是 
| C=|(x,y) lx +y <r}. 
如 果 以 点 PP 表示 (x,y) ,10P1 表 示 点 PP 到 原点 O 的 距离 ,那么 集合 C 也 可 表 成 
C=1PILOPI <r}. 
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现在 我 们 来 引入 R 中 邻 域 的 概念 . 
设 P. (xo ,yo) 是 x0y 平面 上 的 一 个 点 ,6 是 某 一 正 数 . 与 点 P (xo ,Yo) 距 离 小 
于 6 的 点 P(x,y) 的 全 体 , 称 为 点 Pu 的 5 邻 域 , 记 作 U(P,,6), 即 
UCP, ,8) = {PHPP <8|, 
也 就 是 





О(Р,,8) = | (х,у) 1 (х=) + (у-у) <8}. 
点 P, 的 去 心 8 邻 域 , 记 作 DCP, ,5) , 即 


U(P,,6) = |PI0 < IPP,| <ô}. 
在 几何 上 ,UV(CP,,5) 就 是 xOy 平面 上 以 点 P. (x, ,Yo) 为 中 心 .6 > 0 为 半径 的 
圆 内 部 的 点 P(x,y) 的 全 体 . 
如 果 不 需 要 强调 邻 域 的 半径 6, 则 用 UCP RERA P, 的 某 个 邻 域 ,点 P 的 


去 心 邻 域 记 作 UU(P,). 
下 面 利用 邻 域 来 描述 点 和 点 集 之 间 的 关系 . 
任意 一 点 Pe R: 与 任意 一 个 点 集 ECR? 之 间 必 有 以 下 三 种 关系 中 的 一 种 : 


(1) 内 点 :如 果 存 在 点 的 某 个 邻 域 VU(P) ,使 得 UCP) СЕ, ЖАР H E 
的 内 点 (如 图 9 -1 中 ,P, 为 E 的 内 点 ); 
(2) 外 点 :如 果 存 在 点 Р 的 某 个 邻 域 UCP), 


使 得 U(P)NE= ,那么 称 P 为 的 外 点 (如 图 
9-1 P,P, X E WSKA); 

(3) 边界 点 :如 果 点 P 的 任 一 邻 域内 既 含 有 
属于 E 的 点 , 义 含 有 不 属于 EE 的 点 ,那么 称 P 为 E 
的 边界 点 (如 图 9 -1 P,P, 为 E 的 边界 点 ). 

的 边界 点 的 全 体 , 称 为 的 边界 , 记 作 aE. 

Ел ТЕЕ 的 外 点 必定 不 属于 E; 
ME 的 边界 点 可 能 属于 ,也 可 能 不 属于 E. 

任意 一 点 了 与 一 个 点 集 之 间 除 了 上 述 三 种 关系 之 外 ,还 有 另 一 种 关系 ， 
这 就 是 下 面 定义 的 聚 点 . 





图 9-1 


聚 点 :如 果 对 于 任意 给 定 的 5 >0, 点 己 的 去 心 邻 域 WU(P,5) 内 总 有 巨 中 的 
H ЛАР 3 E WRA. 
由 聚 点 的 定义 可 知 , 点 集 巨 的 聚 点 尸 本 身 ,可 以 属于 已 ,也 可 以 不 属于 已 
例如 , 设 平面 点 集 
E=|(x,y)ll <x +y <2}. 
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满足 1<x +y <2 的 一 切 点 (x,y) 都 是 5 的 内 点 ;满足 x +y =1 的 一 切 点 (xz,y) 
都 是 E 的 边界 点 ,它们 都 不 属于 ;满足 x +y =2 的 一 切 点 (x,y) 也 是 的 边界 
点 ,它们 都 属于 ;点 集 以 及 它 的 边界 9E 上 的 一 切 点 都 是 的 聚 点 . 

根据 点 集 所 属 点 的 特征 ,再 来 定义 一 些 重要 的 平面 点 集 . 

开 集 :如 果 点 集 E 的 点 都 是 5 的 内 点 ,那么 称 E 为 开 集 . 

闭 集 :如 果 点 集 忆 的 边界 9E CE, 那 么 称 忆 为 闭 集 . 

例如 ,集合 | (х,у) 11 <x +y <21 是 开 集 ;集合 | (x,y)11<x +y <2| 是 闭 
集 ; 而 集合 | (x,y) П <x? +y <21 既 非 开 集 , 也 非 闭 集 . 

连通 集 :如 果 点 集 E 内 任何 两 点 ,都 可 用 折线 联结 起 来 , 且 该 折线 上 的 点 都 
ET E, I AFK E HENE. 

区 域 ( 或 开 区 域 ) :连通 的 开 集 称 为 区 域 或 开 区 域 . 

闭 区 域 : 开 区 域 连同 它 的 边界 一 起 所 构成 的 点 集 称 为 闭 区 域 . 

例如 ,集合 | (х,у) П <x +y <21 是 区 域 , 而 集合 | (x,y)11<x +y <2| 是 
闭 区 域 . 

有 界 集 :对 于 平面 点 集 正 ,如 果 存 在 某 一 正 数 ", 使 得 

EC UCO F); 

其 中 0 是 坐标 原点 ,那么 称 忆 为 有 界 集 . 

无 界 集 :一 个 集合 如 果 不 是 有 界 集 ,就 称 这 个 集合 为 无 界 集 . 

例如 ,集合 | (х,у) 11<x +y 2|1 是 有 界 闭 区 域 ,集合 1 (x,y)1x+y>0| 是 
无 界 开 区 域 ,集合 | (х,у) lx +y 宇 01 是 无 界 闭 区 域 . 








`2. n 维 空间 


iz n 为 取 定 的 一 个 正 整数 ,我 们 用 R 表示 n 元 有 序 实数 组 (x x. sx.) 

的 全 体 所 构成 的 集合 , 即 
hs 2 

R" 中 的 元 素 (x ,x,,…,%, ) 有 时 也 用 单个 字母 x Ж, В х = (x ,x,,… ,Xx,). 当 
所 有 的 x，(i=1,2,…,n) 都 为 零 时 , 称 这 样 的 元 素 为 R 中 的 零 元 , 记 为 0 或 O. 在 
解析 几何 中 ,通过 直角 坐标 系 ,R”( 或 R') 中 的 元 素 分 别 与 平面 (或 空间 ) 中 的 点 
或 向 量 建立 一 一 对 应 ,因而 К" 中 的 元 素 x = (xz an) BERKA R 中 的 一 个 点 
或 一 个 nn 维 向 量 ,x,; 称 为 点 x 的 第 i 个 坐标 或 n 维 向 量 x 的 第 i 个 分 量 . 特别 地 ,R" 
中 的 零 元 0 称 为 Е" 中 的 坐标 原点 或 n 维 零 向 量 . 

为 了 在 集合 R" 中 的 元 素 之 间 建 立 联系 ,在 R 中 定义 线性 运算 如 下 : 

Ш ох=(хү,х,,з,х„),у = (у,,у,,,у„) A R 中 任意 两 个 元 素 , 和 A eR, 规定 
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X+y=(x, +y, ,NX + ys X. +y), 
Ax = (ÀX, Am. AT, 
这 样 定义 了 线性 运算 的 集合 R" 称 为 n 维 空间 . 
Re 中 点 x X=(x,,x,," x RUAY = (yi, е, y ) 间 的 距离 , 记 作 pz,y)， 
规定 





p(x,y)= (х у) + (а-у) + + (x, y,) 
显然 ,n=1,2,3 时 ,上 述 规定 与 数 轴 上 直角 坐标 系 下 平面 及 空间 中 两 点 间 的 距 
离 一 致 . 
К" PIER х= (x ,x;,…,X, ) 与 零 元 0 之 间 的 距离 p(x,0) 记 作 上 x (在 
R R? R? 中 ,通常 将 x 记 作 Ix1), 即 


|x = на + на. 
采用 这 一 记号 ,结合 向 量 的 线性 运算 , 便 得 














\х-у| = (а 1) + (gp) + + (ж„-у„)* =р(х,у). 
在 n 维 空间 R' 中 定义 了 距离 以 后 ,就 可 以 定义 R" 中 变 元 的 极限 : 
设 xY=(z ) ,a=(al,a;,…,a,)eR". 如果 
Ix-al—0, 
那么 称 变 元 xx 在 及 "中 趋 于 固定 元 a, 记 作 xa. 
XU ху эа A ‚+ N — (h. 
在 R" 中 线性 运算 和 距离 的 引入 ,使 得 前 面 讨论 过 的 有 关 平 面 点 集 的 一 系列 
概念 ,可 以 方便 地 引入 到 n(n 三 3 ) 维 空间 中 来 ,例如 ， 
设 a=(a,a,,…,a,) eR",6 是 某 一 正 数 , 则 n 维 空间 内 的 点 集 
U(a,6) = \хіхєЕ",р(х,а) <ô! 
就 定义 为 К" 中 点 @ 的 56 邻 域 .以 邻 域 为 基础 ,可 以 定义 点 集 的 内 点 ` 外 点 边界 
点 和 聚 点 以 及 开 集 ИЖ .区域 等 一 系列 概念 . X HE Их RL A YA 


在 很 多 自然 现象 以 及 实际 问题 中 ,经 常会 遇 到 多 个 变量 之 间 的 依赖 关系 , 举 
例如 下 : 
例 1 圆柱 体 的 体积 了 和 它 的 底 半 径 r. h Z i] А7 X £ 


sZ 
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И = тг h. 
这 里 , 当 r 和 上 包 在 集合 i(r,h)1r>0,h>0! 内 取 定 一 对 值 (r,h) 时 ,V 的 对 应 值 就 
随 之 确定 
例 2 一 定量 的 理想 气体 的 压强 p .体积 VV 和 绝对 温度 7 之 间 有 具有 关系 
АТ 
p= у’ 
Ж ку. 这 里 , 当 V 和 7 在 集合 1(V,7T)IV>0,T>7T,! 内 有 取 定 一 对 值 
(V,T) 时 ,p 的 对 应 值 就 随 之 确定 
例 3 设 尺 是 电阻 R 和 R, 并 联 后 的 总 电阻 ,由 电学 知道 ,它们 之 则 具有 
К,К, 
СЕ +R, 
这 里 , 当 R, А, 在 集合 1 (R R )IR, >0, К, >0| 内 取 定 一 对 值 (R , К, ) В, А 
的 对 应 值 就 随 之 确定 . 
上 面 三 个 例子 的 具体 意义 虽 各 不 相同 ,但 它们 却 有 共同 的 性 质 ,抽出 这 些 共 
性 就 可 得 出 以 下 二 元 函数 的 定义 ， 
定义 1 设 D 是 R 的 一 个 非 空子 集 , 称 映 射 广 D 一 R 为 定义 在 D 上 的 二 元 
函数 ,通常 记 为 





zZ=f(%;y), (х,у) ë D 
或 
z=/f( P), Pe bB, 
其 中 点 集 D 称 为 该 函数 的 定义 域 ,xz ЯП у 称 为 自 变量 ,z 称 为 因 变 量 

上 述 定 义 中 ,与 自 变量 zx ЖП y 的 一 对 值 ( уы (x,y) 相 对 应 
的 因 变 量 z 的 值 ,也 称 为 /在 点 (x,y) 处 的 隐 数 值 , 记 作 f(x,yY), 即 z=f/(x,y). РЁ 
数值 /(x,y) 的 全 体 所 构成 的 集合 称 为 函数 /的 值 域 , 记 作 /(D), 即 

ХР) = 11]z=/f(x,y),(*,y) e DI. 

Ej — Jú P АТ И, f Оху) BJ Ж EA ХИН), ЇН 2J tt E ЖН 
记号 “f(x,y),(x,yY) є D”nk“;=f(x,y),(x,y)e D" 来 表示 D 上 的 二 元 函数 
表示 二 元 函数 的 记号 1 也 是 可 以 任意 选取 的 ,例如 也 可 以 记 为 z= ф(х, у), 2 = 
z(x,y). 

Zd, ЛЕ У ср u =f(x,y,z),(x,y,z) e D ЦА = 3ú Ú E BJ K 
数 . 一般 地 ,把 定义 1 中 的 平面 点 集 D 换 成 n 维 空间 R 内 的 点 集 D, 映 射 /:D 一 
R 就 称 为 定义 在 DD 上 的 n 元 也 数 ,通常 记 为 

B= 0 а (Vga) ë В, 
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或 简 记 为 

us=f( x), x= (m Xy, x ED, 
也 可 记 为 

u =(Р) a PUS, @@ə#%, aa) ер. 

在 n=2 或 3 时 ,习惯 上 将 点 (xi,%,) 与 点 (%1,%i,%3) 分 别 写成 (x,y) 与 
(x,y,z). 这 时 ,车 用 字母 表示 R 或 R 中 的 点 , 即 写成 P(x,y) 或 M(x,y,z), 则 
相应 的 二 元 也 数 及 三 元 函数 也 可 简 记 为 z=f(P) 及 w=f(M). 

当 n=1 时,n 元 函数 就 是 一 元 函数 ; 当 n>2 时 ,n 元 函数 统称 为 多 元 函数 

关于 多 元 函数 的 定义 域 ,与 一 元 函数 相 类 似 , 我 们 作 如 下 约定 :在 一 般 地 讨 
论 用 算式 表达 的 多 元 函数 w=f(x) 时 ,就 以 使 这 个 算式 有 意义 的 变 元 x 的 值 所 
组 成 的 点 集 为 这 个 多 元 晴 数 的 自然 定义 域 . 因而 ,对 这 类 函数 , 它 的 定义 域 不 再 
特别 标 出 . 例如 ,函数 z=ln(x +y) 的 定义 域 为 

| (x,y)lx+y>0} 
(E9 -2) ,这 是 一 个 无 界 开 区 域 . 又 如 ,函数 z= aresin( x° +y  ) 的 定义 域 为 
(х,у) 1а +y <1| 
(19-3) ,这 是 一 个 有 界 闭 区 域 . 








9-3 


Ш z = (х,у) ЕХЕ У D. 对 于 任意 取 定 的 点 Р(х,у) eD, 对 应 
的 函数 值 为 z=Ax,y). 这 样 ,以 * 为 横 坐 标 у 为 纵 坐 标 和 z=f/(x,y) 为 竖 坐 
bn fE Z [8] BR fE — sa M(x,y,z). У (х,у) ж D 上 的 一 切 点 时 ,得 到 一 个 空 
间 点 集 

{(х,у,г)\в=/(х,у),(х,у) e D}, 

Хы i KO RAK z = f(x ,y) AKE (89 - 4). 通常 我 们 也 说 二 元 函数 的 
图 形 是 一 张 曲 面 . 

例如 ,由 空间 解析 几何 知道 ,线性 函数 z=ax+by+c 的 图 形 是 一 张 平面 ,而 
函数 z=x +у 的 图 形 是 旋转 抛物 面 . 
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三 、 多 元 函数 的 极限 


先 讨论 二 元 函数 z=f(x,y) 当 (x,y) 一 (xo,yo), 即 P(x,y) 一 Po(xo,yo) 时 的 
极限 . 

这 里 P— P, 表示 点 P 以 任何 方式 趋 于 点 Po, 
也 就 是 点 PP 与 点 P, 间 的 距离 趋 于 零 , 即 

ІРР,1 = V(x -x0) + (у-у) 一 0. 

与 一 元 函数 的 极限 概念 类 似 , 如 果 在 Р(х,у) = 
Р(х,у) 的 过 程 中 ,对 应 的 函数 值 f(x,y) 无 限 
接近 于 一 个 确定 的 常数 4, 那么 就 说 4 是 函数 
fx,Y) 当 (x,y) 一 (zo ,Xo) 时 的 极限 .下面 用 “a - ó" 
语言 描述 这 个 极限 概念 . 

定义 2 设 二 元 函数 f(P) =f(x,y) 的 定义 域 为 D,P,(x,,y,) 是 D 的 聚 点 . 
如 果 存 在 常数 4, 对 于 任意 给 定 的 正 数 = ,总 存在 正 数 6, 使 得 当 点 P(x,y)e Dr 


U(P,,6) 时 ,都 有 





ИР) Ате | 
成 立 , 那 么 就 称 常数 4 ARARSA х,у) (х,у) (х,у) АЈА , 记 作 
lm (х,у) =А 或 /(х,у) А ((х,у)—>(х,у,)), 


(xr,y)—(xo,yo) 
也 记 作 
limf(P) =A 或 /(Р)—А (P—P,)- 


为 了 区 别 于 一 元 函数 的 极限 ,我们 把 二 元 函数 的 极限 叫做 二 重 极限 . 
Hai Куу = (G ey yin Е. 
; 





Z + 
lim fwy) =0. 
证 这 里 函数 f(x,y) 的 定义 域 为 D=R'\|(0,0)| ,点 0(0,0) X DAR 
点 . 因为 





2 
-0|<x +y, 


(х,у) -01 = | (x + )sin 


x +y 
可 见 , Ye >0, 取 6=Ve, 则 当 
0 < r=0) +(y=0) <8, 





即 P(x,y)eDn0(0,5) 时 ,总 有 
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If(x,y) -0l<e 
成 立 , 所 以 
dim 67052) = 0). 

必须 注意 ,所 谓 二 重 极限 存在 ,是 指 P(x,y) 以 任何 方式 趋 于 Р(х,у) В, 
f(x,y) 都 无 限 接近 于 4. 因此 ,如 果 P(x,y) 以 某 一 特殊 方式 ,例如 沿 着 一 条 定 直 
线 或 定 曲线 趋 于 Po (x ,yo) 时 ,即使 f(x,y) 无 限 接近 于 某 一 确定 值 ,我 们 还 不 
能 由 此 断定 栅 数 的 极限 存在 . 但 是 反 过 来 ,如 果 当 P(x,y) 以 不 同 的 方式 趋 于 
Po(xo ,yo) 时 ,f(x,y) 趋 于 不 同 的 值 ,那么 就 可 以 断定 这 函数 的 极限 不 存在 . 下面 

用 例子 来 说 明 这 种 情形 . 

xy 
f(z,y) =} +° 
0, x +y = 0. 

显然 , 当 点 P(x,y) 沿 x 轴 趋 于 点 (0,0) 时 ， 

lim f(z,y) =lim f(x,0) =lim 0 =0; 


(2.9) 
у=0 


LKA P(x,y) у ЇН T (0,0), 
lm f(x,y) = Пт f(0,y) =lim 0 =0. 
(х,у) —+(0,0) у—*0 у—*0 


х=@ 





ч x° +y #0, 


极限 存在 并 且 相 等 ,但 是 是 "a кы кч, 这 是 因为 当 点 P(x,y) ти 


Ж y=ka 趋 于 点 (0,0) 时 ,有 
lim Е z = іт; kw k T 
Бы у а” Ж?” P Pm. 


显然 它 是 随 着 k 的 值 的 不 同 而 改变 的 . 

以 上 关于 二 元 孔 数 的 极限 概念 ,可 相应 地 推广 到 nn 元 艺 数 w=/(P), 即 w= 
Ry m, J EA: 

X # Jú 8 НО В Дж}. ,有 与 一 元 因数 类 似 的 运算 法 则 . 


例 5 ж im PUN, 


(х,у) +(0,2) x 





и 这 里 丽 数 Sm 2 的 定义 域 为 D= | (х,у) lx#0,ye Rl,P,(0,2) 为 D 


的 聚 点 . 
由 积 的 极限 运算 法 则 ,得 

lim Sin(ay) jj sn). | = im. рыу 

(х,у)—›(0,2) x (х,у)—,(0,2) ху ху +0 ху y 一 2 
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=1:2=2. 
四 、 多 元 函数 的 连续 性 


明白 了 函数 极限 的 概念 ,就 不 难说 明 多 元 函数 的 连续 性 . 
定义 3 设 二 元 函数 /(P) =f(x,y) 的 定义 域 为 D,P,(x。,yo) 为 D 的 聚 点 ， 
HE P. e D. 如 果 
lim PED =f(xo ,yo) ， 


(xy) 一 (x0,y 


那么 称 函 数 败 x,y) 在 点 Pu(xo,yo) 连 续 . 

RARS, y) Ер EEEX, D 内 的 每 一 点 都 是 消 数 定义 域 的 聚 点 . 如 果 
函数 A(x,y) 在 D 的 每 一 点 都 连续 ,那么 就 称 函 数 f(x,y) 在 D 上 连续 ,或 者 称 
f(x,y) Æ D ЕЈ 22р. 

И EX T л 22 E 2 {ЕИ ДЖ. п] AMIE # n pü pg 2k /( P) ЕЖ. 

下 面 ,我 们 把 一 元 基本 初等 函数 看 成 二 元 函数 的 特例 ( 即 另 一 个 自 变 量 不 出 
现 ) ,来 讨论 它 的 连续 性 . 先 看 一 个 例子 . 

例 6 (х,у) =sinx, 证 明 f(x,y) 是 R 上 的 连续 函数 . 

证 iZ P. (х,у) e К. Уғ >0, НҒ sin x Æ x, 处 连续 , 故 36 > 0, ч 
lx -xol <6 时 ,有 

[sin x —sin x, | < z. 
以 上 述 5 作 P, 的 6 邻 域 U(P,,6), 则 当 Р(х,у) eVCP,5) 时 ,显然 
[2 -х,1=р0(Р,Р,) <6, 
从 而 
(х,у) —/(х,,у)! = Isin x -sin xl <£, 
Вр f(x,y) = sin x 在 点 Р(х,у) 2. Н P, 的 任意 性 知 ,sin x 作为 xy 的 二 元 
函数 在 R 上 连续 . 

类 似 的 讨论 可 知 , 一 元 基本 初等 函数 看 成 二 元 函数 或 二 元 以 上 的 多 元 函数 
时 ,它们 在 各 自 的 定义 域内 都 是 连续 的 . 

定义 4 设 函 数 /(x,y) 的 定义 域 为 D,P,(xo,Yo) 是 D 的 聚 点 . ШП ЖА 


例如 ,前 面 讨论 过 的 函数 
ху 
Kayal +7 
0, x +y =0, 


其 定义 域 D=R ,0(0,0) 是 D 的 聚 点 .A(x,y) 当 (x,y) 一 (0,0) 时 的 极限 不 存 





x +y #0, 
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在 ,所 以 点 0(0,0) 是 该 函数 的 一 个 间断 点 ;又 如 也 数 


| 1 
f(y) =s = - 7 
x +y -l1 





其 定义 域 为 
р = {(ж,у) 19 +y #1}, 

圆周 C= 1 (х,у) 1а +y =1| 上 的 点 都 是 DD 的 聚 点 ,而 f(x,y) 在 C 上 没有 定义 ， 
当然 f(x,y) 在 C 上 各 点 都 不 连续 ,所 以 圆周 C 上 各 点 都 是 该 函数 的 间断 点 . 

前 面 已 经 指出 :一 元 函数 中 关于 极限 的 运算 法 则 ,对 于 多 元 函数 仍然 适用 . 
根据 多 元 函数 的 极限 运算 法 则 ,可 以 证 明 多 元 连续 函数 的 和 、 差 、 积 仍 为 连续 函 
数 ; 连 续 函 数 的 商 在 分 母 不 为 零 处 仍 连续 ;多 元 连续 函数 的 复合 函数 也 是 连续 
函数 . 

与 一 元 初等 函数 相 类 似 ,多 元 初等 函数 是 指 可 用 一 个 式 子 表示 的 多 元 函数 ,这 
个 式 子 是 由 常数 及 具有 不 同 自 变量 的 一 元 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 

合 运算 而 得 到 的 . Min, + ,sin(x+y),e “等 都 是 多 元 初等 函数 

根据 上 面 指出 的 连续 函数 的 和 、 差 . 积 、 商 的 连续 性 以 及 连续 函数 的 复合 函 
数 的 连续 性 ,再 利用 基本 初等 函数 的 连续 性 ,我 们 进一步 可 以 得 出 如 下 结论 : 

一 切 多 元 初等 函数 在 其 定义 区 域内 是 连续 的 . 所 谓 定义 区 域 是 指 包含 在 定 
义 域内 的 区 域 或 闭 区 域 . 

由 多 元 初等 函数 的 连续 性 ,如 果 要 求 它 在 点 P 处 的 极限 ,而 该 点 又 在 此 函 
数 的 定义 区 域内 ,那么 此 极限 值 就 是 函数 在 该 点 的 函数 值 , 即 

Jim (P) =/(P,). 








例 7 Жж lm Z2 


(z,y)—(1,2) XY 


地 是 初等 函数 , 它 的 定义 域 为 


х 





х 





Ж РАЖ /( х,у) = 


Р = \ (х,у) 1590 ,у90}. 
Р,(1,2) H D 的 内 点 , 故 存在 Р, 的 某 一 邻 域 VCP,) CD, 而 任何 邻 域 都 是 区 域 ， 
所 以 U(P,) 是 f(x,y) 的 一 个 定义 区 域 ,因此 


ha ЁЁ нң ры 
(9) 01,2) жу 2 
Ж, R lim fP) B, СР) Е, B. P, 是 f(P) 的 定义 域 的 内 
点 ,那么 f(P) 在 点 P, 处 连续 ,于 是 
lim/(P) = f(P,). 
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例 8 R lim Млу+1-1 

(x,y)—*(0.0) xy 
解 lim vxy+l-1_ tni ху +1 -1 
ху) “dD лу í /ху+1 +1) 


1 1 





(х,у) +(0.0) xy 





= lim = 一- 
(x,y)—(0.0) ху +1 +1 2 

以 上 运算 的 最 后 一 + 用 到 了 二 元 函数 -上 Ë 点 (0,0) 的 连续 性 . 
КЫНЫР E сүл" 


与 团 区 间 上 一 元 连续 函数 的 性 质 相 类 似 , 在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 多 元 函数 
具有 如 下 性 质 : 
性 质 1( 有 界 性 与 最 大 值 最 小 值 定 理 ) EARRAK D 上 的 多 元 连续 范 
数 , 必 定 在 D 上 有 界 , 且 能 取得 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
性 质 1 就 是 说 ,车 A(P) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 则 必定 存在 常数 MM >0, 使 
得 对 一 切 Pe D, AIP) <M; HEE Р, .Р, e D ,使 得 
Ж.Р.) = жа f(P)lPeDi, f(P,)=min|f(P)|PeD}. 
性 质 2( 介 值 定理 ) 在 有 界 闭 区 域 D 上 的 多 元 连续 函数 必 取 得 介 于 最 大 值 
和 最 小 值 之 间 的 任何 值 . 
“性 质 3( 一 致 连续 性 定理 ) 在 有 界 闭 区 域 六 上 的 多 元 连续 函数 必定 在 乙 上 
二 致 连续 . 
性 质 3 就 是 说 , 若 f(P) 在 有 界 闭 区 域 9 上 连续 , 则 对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 
总 存在 正 数 6, 使 得 对 于 D 上 的 任意 两 点 P .P. ,只 要 当 1P,P,1<6 时 ,都 有 
ОР) -f(P;)1 <e 
成 立 . 


习 题 9-1 


І. 判定 下 列 平面 点 集中 哪些 是 开 集 . 闭 集 区域 有 界 集 ,无界 集 ?” 并 分 别 指出 它们 的 聚 
点 所 成 的 点 集 ( 称 为 导 集 ) 和 边界 . 

(1) |(x,y)lx#0,y#0}; (2) { (х,у) 11 <x +y`<4]; 

(3) | (х,у) ly>x |; 

(4) [(x,y)l?2 +(y-1) 21| N| (х,у) lx +(y-2) <4|. 

аш х,у) =) + 2 = aytan 一 , 试 求 Une ty 


3. ШР FO x. y) =ln x + Iny 满 足 关系 式 
Е(ху,и) = Ё( х,и) +F(x.e) +F(v.u) +F(vy.r). 
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4. EIA (u,v, w) =u" +w" 
5. 求 下 列 各 函数 的 定义 域 : 


(1) == (у -2x+1); 


(3) == 


(5) ws 





(6) и = агссоѕ 7 
> 5 
x +y 


6. 求 下 列 各 极限 : 


(1) Iin 1-ху. 


2 2. 
(х,у) 00.057 + y 


ЄЗ» im 2- мху+4 


(х,у)-5(0.0) xy 


tan( xy) 
(x.y)—(2.0) y т 


`7. 证 明 下 列 极限 不 存在 : 


x+y 





(1) lim 


? 
(х7)-+(0.,0)х =} 


8. 函数 = V TEE p] ab а Ый? 
у -2x 





. ` A xy 
9. B l =0. 
证 0. 98 /x + у? 


10.  Е(х,у) = /(х) „/(х) ТЕ x, АР 2 , HE BJ 
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‚АК /(х+у,х—у,ху). 








(4) z=l]n(y—<x) + ух 


/1 — x 


- (R>r>0); 


j 1 I(w+e )., 
(z.y)-—(1,0) Vx + 
(4) lim ar 


—— 
(х,у) —,(0.0) lI е” = 


1 — cos(x? +y) 


(x,y) — (0,0) (<° Ф а ` 


ЖЕ! 
(2) lim = x 


(zo)—(0.0)x2y2 + (ж -у)? 


т 导 Ж 


一 、 偏 导数 的 定义 及 其 计算 法 


偏 导 数 


:对 任意 yo € R,F(x,y) fE (x, ‚у ) 处 连续 . 


在 研究 一 元 函数 时 ,我 们 从 研究 函数 的 变化 率 引 入 了 导数 的 概念 . 对 于 多 元 
函数 同样 需要 讨论 它 的 变化 率 . 但 多 元 函数 的 自 变量 不 止 一 个 , 因 变 量 与 自 变量 
的 关系 要 比 一 元 函数 复杂 得 多 . 在 这 一 节 里 ,我 们 首先 考虑 多 元 函数 关于 其 中 一 
个 自 变 量 的 变化 率 . 以 二 元 函数 =/(x,y) 为 例 ,如 果 只 有 自 变量 变化 ,而 自 变 
ht y 固定 ( 即 看 做 常量 ) ,这 时 它 就 是 x 的 一 元 函数 ,这 函数 对 x 的 导数 ,就 称 为 
二 元 函数 z=/(x,y) 对 于 的 偏 导数 , 即 有 如 下 定义 : 


siS 
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EX RRR 2 =/(х,у) EA ,Yo) 的 某 一 邻 域内 有 定义 , 当 y 固定 在 y, 
Tü x ТЕ x, 处 有 增 量 Ax 时 ,相应 的 函数 有 增 量 
Кх, Aw, ya) С ya), 
如 果 
in +Ax ,yo) —f( xo, o) 


Ax—0 Ах 


存在 ,那么 称 此 极限 为 函数 z=/(x,y) 在 点 (x。,y,) 处 对 < 的 偏 导数 , 记 作 
=s ° 2 2, | == 或 f.(xo,ya). © 


例如 ,极限 (2 -1) 可 以 表 为 


(2=1) 








kd 
x =x0 
y=y0 


(a i) a 9А ою. (2-2) 
ЖДИ, А z =/(х,у) (х,у) Ау 的 偏 导 数 定义 为 
li К Zoo + Ду) 三 所 0 的) 
1m 
Ay—0 Ay 








， (2-3) 


记 作 
д2 


д2 of 
ду 


е J 
如 果 函 数 z=f(x,y) 在 区 域 D 内 每 一 点 (x,y) 处 对 x 的 偏 导数 都 存在 ,那么 这 
个 偏 导数 就 是 x.y 的 函数 , 它 就 称 为 函数 z=f(x,y) 对 自 变 量 * 的 偏 导 函 数 , 记 作 


д д 
=, a 2, 或 f(x,y). 
Ox Ox 


类 似 地 ,可 以 定义 函数 z=f(x,y) 对 自 变 量 y 的 偏 导 函数 , 记 作 
д2 д М 
зу? 5 z, X / (х,у). 
Ҥ Їн SF РЁ СНО ДП] ЖП ,/ (х,у) TES (х,у) qË XJ х KIMERA, (ху, уо) W 
Ju W SP РЁ ЖК f. (х,у) TE (х,у) AE RI РЁ ЖЇН f (хо уо) WME [Ңң T ARS (х,у) 
在 点 (xo,yo) 处 的 函数 值 . И — JE РЁ СП) SP РЕ ЖЕ — ЁЁ, РД т ТЕ ЯУ 2 T iB 16 BJ Hb 
方 也 把 偏 导 函数 简称 为 偏 导数 . 
至 于 实际 求 z=f(x,y) 的 偏 导 数 , 并 不 需要 用 新 的 方法 ,因为 这 里 只 有 一 个 
自 变 量 在 变动 , 另 一 个 自 变 量 是 看 做 固定 的 ,所 以 仍旧 是 一 元 函数 的 微分 法 问 


题 . ж, дзн y 暂时 看 做 常量 而 对 x кейи, 只 要 把 x 暂时 看 做 





z 
y 


pažo 或 у, (х,у): 


у= у0 





Q СИ z, f. WICI 2, Sia 下面 高 阶 偶 导 数 的 记号 也 有 类 似 的 情形 . 
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常量 而 对 y 求 导数 . 
偏 导数 的 概念 还 可 推广 到 二 元 以 上 的 函数 . 例如 三 元 函数 w=f(x,y,z) 在 点 
(x,y,z) 处 对 x 的 偏 导数 定义 为 


Я _ 1: f(x + Ах,у,2) —Jf(x,y,z) 
7. (х,у,2) = lim Ак ; 


其 中 (x,y,z) 是 函数 w=f(x,y,z) 的 定义 域 的 内 点 . НОК uk aB 4 IH £ — 7 в 
数 的 微分 法 问题 . 

例 1 求 z=x +3xy +y 在 点 (1,2) 处 的 偏 导数 . 

解 把 y 看 做 常量 ,得 





кш +3y; 
x 
把 x 看 做 常量 ,得 
88 40.95 
ду 


将 (1,2) 代 入 上 面 的 结果 ,就 得 


2) | вз+ї+®+2=7. 
ax |== „= 


12 R = x sin 2y 的 偏 导数 . 
解 =2xsin 2y, =2x’ cos 2y. 
дх ду 


13 jZz=x (х>0,х51), uE: 


证 52° =y PT ŠZ aha x. 所 以 
дх ду 


к дг ЇЙ az ж ja L у ee 
——+———=—yx  +— n x = x” +? =2z. 
удх lnxðy y In x 


#J4 R r= Vx +y + 的 偏 导 数 . 
解 把 y 和 z 都 看 做 常量 ,得 


дг x pA 





ж earar t 
由 于 所 给 函数 关于 自 变量 的 对 称 性 加 ,所 以 





O ”这 就 是 说 , 当 函 数 表达 式 中 任意 两 个 自 变 量 对 调 后 , 仍 表示 原来 的 函数 . 


У 
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sr у r z 
ду r oz r` 
例 5 已 知 理想 气体 的 状态 方程 pV = КТ (R 为 常量 ) ,求证 : 
əp aV ӘТ_ _ 
ӘҮ ӘТ op 
证 因为 
_ RT др _ RT 
P ==» ay y’ 
ү-КТ aV R 
p 67 p 
-本 ЭТ_Ү 
R др R 


所 以 
С А. m ЖЕ ЖИНИ. sm 


aV ӘТ р ү p R pV 
我 们 知道 ,对 一 元 函数 来 说 , 呈 可 看 做 函数 的 微分 dy 与 自 变量 的 微分 dx 之 


商 . 而 上 式 表明 , 偏 导数 的 记号 是 一 个 整体 记号 ,不 能 看 做 分 子 与 分 母 之 商 . 

二 元 函数 z=/(x,y) 在 点 (x6,76) 的 偏 导数 有 下 述 几何 意义 . 

U Ma (жу, хь, Yo) ) ЖП 
z=/(x,y) 上 的 一 点 ,过 M, 作 平面 
у = mi, 截 此 曲面 得 一 曲线 ,此 曲线 在 
平面 y=y。 上 的 方程 为 z=f(x,yo)， 
M Oy) | ， 即 偏 导数 


x= xo 


f.(xo,yoa) ,就 是 这 曲线 在 点 М, 处 的 切 
Zk MT, 对 x 轴 的 斜率 ( 见 图 9 —5). [н] 
样 , 偏 导数 六 (xo,yo) 的 几何 意义 是 
曲面 被 平面 x =xo 所 截 得 的 曲线 在 点 
M, 处 的 切线 M.T XJ у 轴 的 斜率 . 

我 们 已 经 知道 ,如果 一 元 函数 在 某 点 具有 导数 ,那么 它 在 该 点 必定 连续 . 但 
对 于 多 元 函数 来 说 ,即使 各 偏 导 数 在 某 点 都 存在 ,也 不 能 保证 函数 在 该 点 连续 . 
这 是 因为 各 偏 导数 存在 只 能 保证 点 PP 沿 着 平行 于 坐标 轴 的 方向 趋 于 P 时 ,函数 
IESP F AOP) ,但 不 能 保证 点 P 按 任何 方式 趋 于 P. 时 ,函数 值 凡 P) 都 趋 于 
A(P,). 例 如 ,函数 
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xy 
z=f(%,y) = х? + y 
0, x +y =0 





x +y #0, 


29 


在 点 (0,0) 对 x 的 偏 导 数 为 


/,(0,0) = lim Ао +ах, 0) -/00,0) 


Ах 





= lim0 =0; 
Ar 一 "0 


同样 有 
/0,0+Ay) -/(0,0) = lim0 =0 
Ay Ау—*0 | 


但 是 在 第 一 节 中 已 经 知道 这 函数 在 点 (0,0) 并 不 连续 . 


/,(0,0) = lim 





二 、 高 阶 偏 导数 


设 函 数 z=f(x,y) 在 区 域 D 内 有 具有 偏 导数 


д2 


ай, (ку), f(y), 


ТЕ О руу, (х,у), (х,у) е х,у 的 函数 . 如 果 这 两 个 函数 的 偏 导数 也 存 
在 ,那么 称 它们 是 函数 z=f(x,y) 的 二 阶 偏 导数 . 按照 对 变量 求 导 次 序 的 不 同 有 
下 列 四 个 二 阶 偏 导 数 : 











д(дг\ а? ð [ дг 

a) ы 0н, {=т=}, 
ð [ д2 ð z д ( ðz\ _ Ə°z 

s q5- Shala) 9095) 5270900). 


其 中 第 二 ,三 两 个 偏 导数 称 为 混合 偏 导 数 . 同样 可 得 三 阶 .四 阶 …… Д № п гт 
导数 .二 阶 及 二 阶 以 上 的 偏 导数 统称 为 高 阶 偏 导数 . 


к, gz əz P: əz 
b дудх Ox0y ay ax 





例 6 设 z=xy -3xy —xy+1, 
у y 


& “aset a -y Samy boy ә; 





дх ду 
„2 “2 
g 2 2 д 2 2 2 
— = бху, =бху-9у -1; 
йд Т дудх узу 
КҮЗ 2 д°: 

=6x’ у - 9° 一 ] ， 9 Z ду 一 18x7y; 
дхду ду 
Oz 2 
= 67 
дх 
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我 们 看 到 例 6 中 两 个 二 阶 混合 偏 导 数 相等 , 即 з=. s 这 不 是 偶然 的 ， 
事实 上 ,有 下 述 定理 . 

定理 ”如 果 函 数 : =/(x,y) 的 两 个 二 阶 混合 偏 导数 - 
连续 ,那么 在 该 区 域内 这 两 个 二 阶 混合 偏 导数 必 相 等 

换 句 话说 ,二 阶 混合 偏 导数 在 连续 的 条 件 下 与 求 导 的 次 序 无 关 . 这 定理 的 证 


明 从 略 . 

对 于 二 元 以 上 的 函数 ,也 可 以 类 似 地 定义 高 阶 偏 导 数 ,而 且 高 阶 混合 偏 导数 
在 偏 导 数 连续 的 条 件 下 也 与 求 导 的 次 序 无 关 . 

例 7 验证 函数 z=In Vx +y 满足 方程 








эхо ® 


бз йнй 
ax2 ду" 
证 ”因为 z=ln Му = nla +) ,所 以 
0z _ x o _ у 





дх x° +y ду x° +y 

gz (x +у) -х 25 y -x 
дх? (+y)? CESO 
д: (w +y )-y:2y_ wy 
ду (way) (ау) 








因此 





д: 9 z y — x° x -у! 
2 + 2 =: 2 2\2 + 2 d s. =0. 
дх ду (x +y) (x +y) 
l ы ы 
例 8 WEH KX u = 一 满足 方 程 


Ou Ou д’и 














二 7 =0, 
ax ду д2 
Жї r= Vx +y +z. 
š ди 1 дг 1 x x 
w ðr әх r г т" 
du 1 Зх дг 1 3x 
7 = t = =т= 
дх r r OX r r 
因为 函数 关于 自 变量 的 对 称 性 ,所 以 
Fu 1 3y д?и 1 3 
jo +757, а ЕГЕ 
ду г r д2 r г 


因此 


s ZÜ x 








aa su йш 3, Эш py эе]. 3 I 
дх ду д: r r r r 
f) 7 和 例 8 中 的 两 个 方程 都 叫做 拉 善 拉 斯 (Laplace ) 方 程 , 它 是 数学 物理 方 
程 中 一 种 很 重要 的 方程 . 








1. 求 下 列 函 数 的 偏 导数 : 











(1) z=x y- yx; рв Е, 
ир 
(3) z= vIn(xy); (4) z=sin(xy) +cos (ху); 
(5) z=ln tan —, (6) z= (1 +xy)'; 
y 
(7) TET (8) u =arctan(x — у)“. 
2. i T = 24 = ОЕ а SL = 0. 
да 
> З Ба з 2 02 2 д2 _ 
3. 设 z=e lty) КЕ х — +y -一 =2z 
дх ду 
4. f(x,y) = х + (у - 1) агсѕіп / 宇 , 求 f(x,1). 
РА 
-Ar 
5. mal 4 “在 点 (2,4,5) 处 的 切线 对 于 x 轴 的 倾角 是 多 少 ? 
y=4 
д?г Oz 
6. ЖКУ с, А 
= 
(1) z=x° +y -4x y ; 
(2) z = arclan 2; 
x 
(3) z= y* 
7. Ú f(x,y,z) =ху +yz +, /„(0,0,1),/,.(1,0,2),/„(0,-1,0)Ж/. (2,0,1). 
3 
A Жаша} aE FE E pez, 
йз дхду 
9. 验证 : 
(1) y=e sin пх WH H: ду MEEA 
д! дх 
„2 
(2) r= Мутат > һаа 2 
дх? ду д2 r 
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一 、 全 微分 的 定义 





由 偏 导数 的 定义 知道 ,二 元 函数 对 某 个 自 变量 的 偏 导 数 表 示 当 另 一 个 自 变 
量 固定 时 , 因 变 量 相对 于 该 自 变量 的 变化 率 . 根据 一 元 函数 微分 学 中 增 量 与 微分 
的 关系 ,可 得 

f(x + Ах,у) -f(x,y) =f (х,у) Ах, 

fixy tAy) -fix y) =f; (x ,y) Ay. 
上 面 两 式 的 左 端 分 别 叫做 二 元 函数 对 * 和 对 y 的 偏 增 量 ,而 右 端 分 别 叫做 二 元 
函数 对 x 和 对 y 的 偏 微分 . 

在 实际 问题 中 ,有 时 需要 研究 多 元 隐 数 中 各 个 自 变 量 都 取得 增 量 时 因 变 
所 获得 的 增 量 , 即 所 谓 全 增 量 的 问题 . 下 面 以 二 元 函数 为 例 进 行 讨论 . 

设 函 数 z=f(x,y) 在 点 P(x,Y) 的 某 邻 域内 有 定义 ,P'(x+Ax,y+Ay) 为 这 
邻 域内 的 任意 一 点 , 则 称 这 两 点 的 函数 值 之 差 f(x + Ах,у + Ау) -A(x,y) 为 函数 
在 点 P шлш Ах 和 Ay 的 全 增 量 , 记 作 Az, 即 

=f(x + Axy + Ду) —/f(x,y).- (3—1) 

ү. Az 比较 复杂 . 与 一 元 函数 的 情形 一 样 ,我 们 希望 用 自 
变量 的 增 量 Ах .Ay 的 线性 函数 来 近似 地 代替 函数 的 全 增 量 Az, 从 而 引入 如 下 

定义 设 函 数 z>=/x,y) 在 点 (*,y) 的 某 邻 域内 有 定义 ,如 果 函 数 在 点 
(x,y) 的 全 增 量 

Az=f(x +Ax,y+Ay) -f(x,y) 
可 表示 为 
Az=AAx + ВДу +о(р), (3-2) 
其 中 4 和 B 不 依赖 于 Ax Ау 而 仅 与 fl y 有 关 ,p = у (Дх) + (Ay) ,那么 称 
函数 z=f/(x,y) 在 点 (x,y) 可 微分 ,而 4Ax + ВАу 称 为 函数 z=/(x,y) 在 点 (x,y) 
的 全 微分 , 记 作 dz, BI 





dz = ААх + ВДу. 
如 果 函 数 在 区 域 D 内 各 点 处 部 可 微分 ,那么 称 这 函数 在 D 内 可 微分 . 
在 第 二 节 中 曾 指 出 ,多 元 函数 在 某 点 的 偏 导 数 存 在 ,并 不 能 保证 函数 在 该 点 
连续 . 但 是 ,由 上 述 定义 可 知 ,如 果 函 数 z=f(x,y) 在 点 (x,y) 可 微分 ,那么 这 函数 
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在 该 点 必定 连续 . 事实 上 ,这 时 由 (3 -2) 式 可 得 
limAz =0, 
从 而 
Jim ИС + Ax,y + Ду) =lim[/(x,y) + Az] =f( x,y). 
因此 函数 z=f(x,y) 在 点 (x,y) 处 连续 . 
下 面 讨论 函 数 z=f/(x,y) 在 点 (x,y) 可 微分 的 条 件 . 
定理 1( 必要 条 件 ) ”如 果 函 数 z=f/(x,y) 在 点 (x,y) 可 微分 ,那么 该 函数 在 


点 (x,y) HRSA S VERE EAM z=f(x,y) 在 点 (x,y) 的 全 微分 为 
_ . бш А 
dz = ЗА + Fai (3-3) 


证 Ш г=/(х,у) EA P(z,y) 可 微分 .于 是 ,对 于 点 尸 的 某 个 邻 域 内 的 
ТЕЖ— д Р'(х + Ах,у + Ау) ‚(3 -2) 式 总 成 立 . 特别 当 Ay =0 时 (3 -2) 式 也 应 
成 立 ,这 时 p =1Axl ,所 以 (3 -2) 式 成 为 

f(x+Ax,y) -f(x,y) =А+ Ax+o(!Azxl). 
上 式 两 边 各 除 以 Axr, HS Ax 一 0 而 取 极 限 ,就 得 
H fet Ax,y) -f(x,y) A 
Ax 一 0 Ax 


从 而 偏 导数 空 存在 , 且 等 于 A. ШШ = 有. 所 以 (3 -3) 式 成 立 . 证 毕 . 


我 们 知道 ,一 元 函数 在 某 点 的 导数 存在 是 微分 存在 的 充分 必要 条 件 . 但 对 于 
多 元 函数 来 说 ,情形 就 不 同 了 . 当 函 数 的 各 偏 导数 都 存在 时 ,虽然 能 形式 地 写 出 
54а + Ay ВЕ 与 Az 之 差 并 不 一 定 是 较 p 高 阶 的 无 穷 小 ,因此 它 不 一 定 是 函 
数 的 全 微分 . 换 句 话说 ,各 偏 导数 的 存在 只 是 全 微分 存在 的 必要 条 件 而 不 是 充分 
条 件 . 例如 ,函数 
Жау) =) ү + 
0, x° +y =0 
在 点 (0,0) 处 有 /.(0,0) =0 及 /.(0,0) =0, 所 以 





x +у 0, 


Ax • Ay 
М (Ах)? + (Ay)? 
如 果 考 虑 点 P'(Ax,Ay) 沿 着 直线 y=x 趋 于 (0,0) ,那么 


Az-[/f.(0,0) -Ax+/ (0,0). Ду] = 








П) 这 里 ,p 一 0 与 (Ax,Ay) 一 (0,0) 相 当 . 
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Ax • Ду 
М (Ах)? + (Лу) _ Ах. Ау _ _Ac:Az _1 
р (Ах)? + (Ду) (Ах)? + (Аж) 2° 
它 不 能 随 p 一 0 Im Т 0 ,这 表示 p 一 0 时 ， 
Az -[/,(0,0)Ах +/,(0,0)Лу] 

并 不 是 较 p по НО 297 ЛУ, ШЕ РЁ ЖКТЕ кх (0,0) Ae KI 2 fW 25 Jf AS £f ЛЕ , АШ ра 27 ЛЕ 
点 (0,0) 处 是 不 可 微分 的 . 

由 定理 1 及 这 个 例子 可 知 , 偏 导数 存在 是 可 微分 的 必要 条 件 而 不 是 充分 条 
fk. 但 是 ,如 果 再 假定 函数 的 各 个 偏 导数 连续 ,那么 可 以 证 明 函 数 是 可 微分 的 , 即 
有 下 面 的 定理 . 

0z 0z 


定理 2( 充分 条 件 ) 如 果 函 数 2=/(x,y) 的 偏 导 数 、 汪 在 点 (*,Y) 连续 ， 
那么 函数 在 该 点 可 微分 . 
证 由 假定 ,函数 的 偏 导数 到 与 5 在 吉 P(x,y) 的 某 邻 域内 存在 . 设 点 


(x+Ax,y+Ay) 为 这 邻 域内 任意 一 点 ,考察 函数 的 全 增 量 
Az =f(x +Ax,y +Ay) -f(x,y) 
= [f(x + Ах,у +Ay) -f(x,y+Ay)] + [f(x,y + Ay) -f(x,y)]. 
在 第 一 个 方 括号 内 的 表达 式 , 由 于 y+Ay 不 变 , 因 而 可 以 看 做 是 x 的 一 元 函数 
f(x,y+Ay) 的 增 量 . 于 是 ,应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 到 
f(x+Ax,y+Ay) -f(x,y+Ay) =, (х + 0,Ах,у + Ду) Ах (0 <0,<1). 
又 依 假设 ,人 (xz,y) 在 点 (x,y) 连 续 , 所 以 上 式 可 写 为 
f(x + Ах,у + Ау) -f(x,y +Ay) =f (х,у) Ах +e Ax, (3-4) 
其 中 e, 为 Ax Ay 的 函数 , 且 当 Ax 一 0,Ay 一 0 Н,е 0. 
同 理 可 证 第 二 个 方 括 号 内 的 表达 式 可 写 为 
Fixy + Ау) —f(xw,y) =f,(z,y)ÁAy+ s,Ay, (3-5) 
其 中 e, 为 Ay 的 函数 , 且 当 Ay 一 0 时 ,se, 一 0. 
由 (3 -4)、(3 -5) 两 式 可 见 , 在 偏 导数 连续 的 假定 下 ,全 增 量 A 可 以 表 











Az =, (х,у) Ах +f (х,у) Ау +, Ах +e,Ay. (3-6) 
容易 看 出 





QD” 多 元 函数 的 偏 导数 在 一 点 连续 是 指 : 偏 导数 在 该 点 的 某 个 邻 域内 存在 ,于 是 偏 导 数 在 这 邻 域 内 
有 定义 ,而 这 个 偏 时 函数 在 该 点 连续 . 
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g Ax + є,Ду 
с 
它 是 随 着 (Ax,Ay) 一 (0,0) 即 p 一 0 而 趋 于 零 的 . 

这 就 证 明了 z=f/(x,y) 在 点 P(x,y) 是 可 微分 的 . 

以 上 关于 二 元 函数 全 微分 的 定义 及 可 微分 的 必要 条 件 和 充分 条 件 ,可 以 完 
全 类 似 地 推广 到 三 元 和 三 元 以 上 的 多 元 函数 . 

习惯 上 ,我 们 将 自 变 量 的 增 量 Ах 与 Ay 分 别 记 作 dx 与 dy, 并 分 别称 为 自 变 
ша 与 y 的 微分 .这样 ,函数 z=f(x,y) 的 全 微分 就 可 写 为 
dz = dx + “ay. (3 -7) 


通 第 把 二 元 函数 的 全 微分 等 于 它 的 两 个 偏 微分 之 和 这 件 事 称 为 二 元 函数 的 
微分 符合 至 加 原理 . 

全 加 原理 也 适用 于 二 元 以 上 的 函数 . 例如 ,如 果 三 元 函数 w=f(x,y,z) 可 微 
分 ,那么 它 的 全 微分 就 等 于 它 的 三 个 偏 微分 之 和 , 即 

du gs Гре и 
дх ду д2 
例 1 计算 函数 z=x y+y 的 全 微分 . 
y O2 2 д2 = x° \ 
解 因为 =2%y， Сш +2y, 所 以 








slel+lese l, 


dz = 2xydx + ( x° +2y)dy. 

例 2 计算 函数 z=e” 在 点 (2,1) 人 处 的 全 微分 . 
解 ” 因 为 

д2 ху OZ ху. OZ 

— = уе" E же? {== 

дх ду дх 


д 2 
Ж =2e ， 


=e , 
zaa ду 








所 以 站 
dz 





2 = е dx + 2е° dy. 


у=1 


例 3 ИЯМ u = x + sin 2. +e 的 全 微分 . 


0 д 1 
解 HA =1, R es ЗИ jer БЕ 
Ox 


ду 2 2 ' д: 
l Y yz yz 
du = dx + (zest dy + ye” dz. 


二 、 全 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 


由 二 元 函数 全 微分 的 定义 及 关于 全 微分 存在 的 充分 条 件 可 知 , 当 二 元 函数 
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z=flx,y) 5 Р(х,у) АТЛ, (х,у) ,f(x,y) 连续 ,并 且 1Ax1,1Ay1 都 
较 小 时 ,就 有 近似 等 式 
Az~dz = ў, (х,у) Ах +f,(x,y)Ay. (3-8) 
上 式 也 可 以 写成 
Кх +Ах,у+Ау) =/(х,у) +f.(x,y)Ax +f (х,у) Ay. (3=9) 
与 一 元 函数 的 情形 相 类 似 , 可 以 利用 (3 -8) 式 或 (3 -9) 式 对 二 元 函数 作 近 
似 计算 和 误差 估计 ,举例 于 下 . 
а 有 一 圆柱 体 受 压 后 发 生 形变 , 它 的 半径 由 20 ст 增 大 到 20.05 cm ,高 
度 由 100 em 减少 到 99 cm. 求 此 圆柱 体 体积 变化 的 近似 值 . 
解 ” 设 圆柱 体 的 半径 、 高 和 体积 依次 为 rh 和 V, 则 有 
V=nr h. 
Wr h 和 上 的 增 量 依次 为 Ar\ Ah 和 AV. 应 用 公式 (3 -8) ,有 
AV=dV=VAr+V,Ah =2mrhAr + nr ДА. 
把 r=20,h=100,Ar=0.05,Ah= -1 代入 ,得 
AV =2т x20 х100х0.05+тх20°х( -1) = -2007(cm ). 
即 此 圆柱 体 在 受 压 后 体积 约 减 少 了 200т ст". 
515 计算 (1.04) ”的 近似 值 . 
Е (х,у) =. 显然 ,要 计算 的 值 就 是 函数 在 x=1.04,y=2.02 时 
的 函数 值 K1. 04 ,2. 02). 
取 x=1,y=2,Ax=0.04,Ay=0.02. 由 于 
f(x,y) =y, f(x,y) =x ln x, 
f(1,2) =1, f (1,2)=2, f (1,2) =0, 
所 以 ,应 用 公式 (3 -9) 便 有 
(1.04)2”?=1 +2 х0. 04 +0 х0. 02 =1.08. 
例 6 利用 单 摆 摆 动 测定 重力 加 速度 g 的 公式 是 
_4T 1 
E 
现 测 得 单 摆 摆 长 1 与 振动 周期 7 分 别 为 1=(100+0.1)cm、T 了 =(2+0.004)s. 问 
由 于 测定 1 与 7 的 误差 而 引起 g 的 绝对 误差 和 相对 误差 各 为 多 少 山 ? 
解 ”如果 把 测量 ! 与 了 时 所 产生 的 误差 当 作 1AL1I 与 1A71 ,那么 利用 上 述 计 


算 公式 所 产生 的 误差 就 是 二 元 函数 g = “到 的 全 增 量 的 绝对 值 1Ag1. 由 于 1All、 








Q@” 按 第 二 章 第 五 节 的 说 明 , 这 里 的 绝对 误差 和 相对 误差 各 指 相 应 的 误差 限 . 


“Es 
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1A7T1 都 很 小 ,因此 我 们 可 以 用 dg 来 近似 地 代替 Az. 这 样 就 得 到 g 的 误差 为 


3 -|E agg 98 
IAgl~ ldg! = | Ем + ЭЁ АТ] 


д „1 2l 
2| TETA (pê +p) 





好 | . 
<|% ó, + 
其 中 5 与 6; 分别 为 1 与 7 的 绝对 误差 .把 1=100 em,T =2 s,6,=0.1 cm,6;= 


0. 004 s RA E sÑ ,得 g 的 绝对 误差 约 为 
0.1 2 x100 
> + > x0.004] =0.57 ~4.93(cm/s’). 


从 而 g 的 相对 误差 约 为 


ó, =4т'| 





从 上 面 的 例子 可 以 看 到 ,对 于 一 般 的 二 元 函数 z=f(x,y) ,如 果 自 变量 xy 


的 绝对 误差 分 别 为 6. .6,, 即 
IAx|<6,, Іду <ô,, 


那么 z 的 误差 















































ГА аи EAx ay 
ду 
д2 д2 д2 д2 
< — — . ГА = -一 一 — - .` 
= | el + = ут |22 |5, + эт 局; 
从 而 得 到 z 的 绝对 误差 约 为 
д2 д2 
ô, = а ó, Эу 0,; (3-10) 
z 的 相对 误差 约 为 
д2 д2 
б. Рр зу 
_ | 9x g | | 8, (3-11) 
Izl z z 
习 题 9-3 
1. 求 下 列 函 数 的 全 微分 : 
(1) z=ay+—i (2) z=er,; 
y ; (4) u=x". 





(3) == 
т y 
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2. 求 函数 z=In(1+x +y ) 当 x=1,y=2 时 的 全 微分 . 
3. Ж := 2—4 x=2,y=1,Ax =0.1,Ay= -0.2 时 的 全 增 量 和 全 微分 . 


4. 求 函 数 z=e” 当 x=1,y=1,Ax=0.15,Ay=0.1 时 的 全 微分 . 

5. 考虑 二 元 函数 f(x,y) 的 下 面 四 条 性 质 : 

(1) A(x,y) 在 点 (%o ,Yo) 连 续 ; 

(2) у. (х,у). Ј, (х,у) Е (х,у) 528; 

(3) х,у) (х,у) HÍ 27; 

(4) f.(xo,yo). Ј, (xo , yo) ff fE. 

若 用 ”P 一 0" 表 示 可 由 性 质 己 推出 性 质 @, 则 下 列 四 个 选项 中 正确 的 是 ( 
(A) (2)=>(3)=(1) (B) (3)=(2)=(1) 

(C) (3)=(4)=(1) (0) (3)=(1)=(4) 


“6. 计算 /(1.02) + (1.97) 的 近似 值 . 

“7. H (1.97) 的 近似 值 (ln 2 =0.693). 

`8. 已 知 边 长 为 x=6 т 5 y=8 т 的 矩形 ,如 果 x 边 增加 5 cm 而 7y 边 减少 10 cm, 问 这 个 
矩形 的 对 角 线 的 近似 变化 怎样 ? 

`9. 设 有 一 无 盖 圆 柱 形容 器 ,容器 的 壁 与 底 的 厚度 均 为 0.1 cm, 内 高 为 20 cm, 内 半径 为 
4 cm. 求 容器 外 壳 体 积 的 近似 值 . 

“10. 设 有 直角 三 角形 , 测 得 其 两 直角 边 的 长 分 别 为 (7+ 上 0.1) cm (24 +0.1) cm. 试 求 
利用 上 述 两 值 来 计算 斜 边 长 度 时 的 绝对 误差 . 

“11. 测 得 一 块 三 角形 土地 的 两 边 边 长 分 别 为 (63 +0.1) m 和 (78+ 上 0.1) m, 这 两 边 的 夹 
角 为 60° +1°. 试 求 三 角形 面积 的 近似 值 , 并 求 其 绝对 误差 和 相对 误差 . 

“12. 利用 全 微分 证 明 :; 两 数 之 和 的 绝对 误差 等 于 它们 各 自 的 绝对 误差 之 和 . 

“13. 利用 全 微分 证 明 :乘积 的 相对 误差 等 于 各 因子 的 相对 误差 之 和 , 商 的 相对 误差 等 于 
被 除数 及 除数 的 相对 误差 之 和 . 
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本 节 要 将 一 元 函数 微分 学 中 复合 函数 的 求 导 法 则 推广 到 多 元 复合 男 数 的 情 
JÉ. 多 元 复合 函数 的 求 导 法 则 在 多 元 函数 微分 学 中 也 起 着 重要 作用 . 
下 面 按 照 多 元 复合 函数 不 同 的 复合 情形 ,分 三 种 情形 讨论 . 


1. 一 元 函数 与 多 元 函数 复合 的 情形 


定理 1 WRA usol) А о= (г) REA Ае, RA fu, v) ERE 
(и) 具有 连续 偏 导 数 ,那么 复合 函数 := 广 Lp(:) ,w(1) | 在 点 1 可 导 , 且 有 
dz z du z dv 


= 3 4-1 
dt ди dt ðv dt \ ) 
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证 设 1 获 得 增 量 Ar. XH usol) о = (г) ВУХ Ы у Ди, До, НЮ, 
函数 z=f(u,v) 相 应 地 获得 增 量 Az. 按 假定 ,区 数 z=f(u,v) 在 点 (u,v) 具 有 连续 
偏 导 数 ,这 时 孔 数 的 全 增 量 Az 可 表示 为 


А2 = De Ац + ss +e Au + е, До, 
ди ðv 7 


这 里 , 当 Ли 0, Дь0 Е, е, 0,2,0. O 
将 上 式 两 边 各 除 以 A: ,得 
Az д: Аи 92 Ар Ди Ар 
= + +ё, + 2, i 
At ди At Ov At At At 
Au du Av dv , 
м аА "аг" 


. Az д: du дг dv 
lim— = + i 
Ato At ðu dt дъ dt 


这 就 证 明了 复合 函数 z=f[Lp(1),w(i)] 在 点 1 可 导 , 且 其 导数 可 用 公式 (4 一 1) 
计算 . 证 毕 . 
用 同样 的 方法 ,可 把 定理 推广 到 复合 函数 的 中 间 变 量 多 于 两 个 的 情形 . 例 
如 , 设 z=f(u,v,w),u=9g(1),v=yW(t) ,w=w(t) 复 合 而 得 复合 函数 
z=/le(t) ,Wt) ,w(t)], 
则 在 与 定理 相 类 似 的 条 件 下 ,这 复合 函数 在 点 1 可 导 , 且 其 导数 可 用 下 列 公式 
计算 : 








因为 当 Ai 一 0 时 ,Av 一 0 ,Az 一 "0 





dz gzdu gz dv д: du 


dt дий Ən dt ðw dt 


在 公式 (4 -1) 及 (4 -2) 中 的 导数 学 称 为 人 导数 


t 


(4-2) 


2. 多 元 函数 与 多 元 函数 复合 的 情形 


定理 2 如 果 函 数 v=op(x,y) 及 vv=yV(x,y) 都 在 点 (x,y) 具 有 对 * 及 对 7 
的 偏 导 数 , 函 数 z=/(u,v) 在 对 应 点 (u,v) 具 有 连续 偏 导 数 , 那 么 复合 函数 z = 
Лоф(х,у) ,W(x,y) | 在 点 (x,y) 的 两 个 偏 导数 都 存在 , 且 有 

0z д2 ди д2 O 
ао, 
дх ди дх др Ox 


Савэ) 


д2 _ д2 ди д2 ðv 





=== =m. (4-4) 
ду ди ду до ду 





O 在 偏 导数 连续 的 条 件 下 ,这 一 公式 成 立 的 证 明 参 见 本 章 第 三 节 定 理 2 的 证 明 . 
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事实 上 ,3 这 里 求全 “时 ， 将 y 看 做 常量 ,因此 w= ф(х,у) А о= у(х, у) (5 1] 


看 做 一 元 函数 而 应 用 定理 1. 但 由 于 复合 也 数 z=f[pg(x,y) ,W(x,y)] 以 及 
=ep(xz,y) 和 zw=yx,y) 都 是 xy 的 二 元 函数 ,所 以 应 把 (4 -1) 式 中 的 d 改 
为 9, 再 把 1 换 成 x, 这 样 便 由 (4 -1) 式 得 (4 -3) 式 . 同 理 由 (4-1) 式 可 得 
(4 -4) 式 . 

{Ц и = ф(х,у) v=yw(x,y) 及 w=w(x,7Y) 都 在 点 (x,y) 具 有 对 x 及 
对 y 的 偏 导数 ,函数 z=f(u,v,w) 在 对 应 点 (u,v,w) 具 有 连续 偏 导 数 , 则 复合 
函数 

2= Л ф(х,у) ,Ш(х,у),–(х,у)] 
在 点 (x,y) 的 两 个 偏 导数 都 存在 , 且 可 用 下 列 公 式 计算 : 





0z д2 ðu д: др дт ðw (4—5) 
Әх ди дх дь дх дш Әх’ N 
д2 02 ди д2 до дт ðw (4-6) 





= + + * 
ду ди ду д> ду ðw ду 
3. 其 他 情形 


ЖЮЗ 如 果 函 数 4=gp(x,y) 在 点 (x,y) 具 有 对 x 及 对 y 的 偏 导 数 ,函数 " = 
Yo EA y TS, 882 = /(и,0) EHAA (и) АВЕ 85. MAEA A 
B z=floly) PO 在 点 (x,y) 的 两 个 偏 导 数 都 存在 , 且 有 


д: аг ди аст) 
дх ди дх 
дг _ д2 ðu д2 dv (4-8) 





ду ди ду ðv dy 
上 述 情 形 实 际 上 是 情形 2 的 一 种 特例 , 即 在 情形 2 中 ,如 变量 4v 与 x 无关 ， 


-dz 


从 而 =0; 在 "对 y 求 导 时 ,由 于 "=y(y) 是 一 Ж, == RRT 这 就 得 


ERAR. 

在 情形 3 中 ,还 会 遇 到 这 样 的 情形 :复合 函数 的 某 些 中 间 变 量 本 身 又 是 复合 
函数 的 自 变 量 . An, i :=/(и,х,у) АН E E ЕК, и = ф(х, у) НЯН {Н 
数 , 则 复合 函数 z= 几 Lp(x,y),x*,y] 可 看 做 情形 2 P vsx, w = у 的 特殊 情形 . 
因此 


д1 ðw 
= 1 + — = 0 A 
дх дх 
д1 дш 


— =Ü, — l. 
ду ду 
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从 而 复合 晴 数 2=f[ g(x,y) ,x,y] 具 有 对 自 变 量 x K y 的 偏 导 数 , 且 由 公式 (4 -5)、 
(4 -6) 得 
az _ òf ди, of 
Әх ди Ox ax 


д: _ дў ди Ў 
ду ди ду ду 


注意 ， 这 里 到 与 业 是 不 同 的 ,3 TERLAN Sloly) ,x,y] 中 的 y 看 


» 


做 不 变 而 对 x аз бышы 中 的 ww 及 y 看 做 不 变 而 对 x 的 偏 导数 . 
于 与 世 也 有 类 似 的 区 别 ， 


例 1 设 z=e'sinv， Й] u = xy, pe Ea ато, 
у 
92 д2 ди дг ðv 
= + 
М ðx ди дх др Ox 





= е*ѕіп v • у +е“соѕ р ° 1 


=e"”[ysin(x +y) + соѕ(х+у)], 
д2 _ д2 ди 2 дт 
ду ди ду др ду 





= е*ѕіп u * x +e“cos р + 1 
= е“ [xsin(x +y) + соѕ(х+у) ]. 
#12 и = (х,у) = et? i z= x sin у. REMTE, 
дх ду 


解 gu Р of ， ðf дг = e ++” 
дх дх дт дх 


=2х(1 +2x sin’y)e 
ди _ of ， ðf дг 
ду ду дг ду 


2 2 2 
х2 + y2 +:2 


+ 2ге 





+ 2xsin y 


x2 +y2+x4sin2y 





A 5а, о 2 
=2ye ') ** +2ze tU + X соѕ y 


#2 жу? жаба in?y 


=2(у +x sin ycos y)e 


例 3 设 z=f(u,v,t) =u +sinit,l u =е',ь = cos t. 求全 导数 学 





解 dz _ ðf du of 2 +00 


= = ре! — usin t + cos t 
dt ди dt до dt ðt 


= е'с05 t — e'sin t + cos t = e'( cos t — sin t) +cos t. 


例 4 设 w=/(x+y+z,xyz) ,f 具 有 二 阶 连续 偏 导数 ， жади, 
^и =х+у+2,0 = xyz, | w =f(u,v). 


HER 8 CIH e =f(u,u) Ë u =x +y +z, v = xyz 复合 而 成 ,根据 复合 函数 求 
导 法 则 ,有 
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дю _ af ðu df ðv 


= = + y. 
Эк Ou ав арак 7 











д 
- = + у:/,) -H ayp, нуи 
ðf, am bk ae к а: рр ; 
Ж. „ә, ,应 注意 (u,v) 及 f(u,v) 中 以 ,v 是 中 间 变 量 , 根 据 复合 函数 求 导 
afa _9/, ди ‚ до _ 
аг бй йе деда "Ое! 
af _ of, ди ‚5% ðv 
д= ди б^ ðv дг =. +, 
于 是 





= f. + xyf., + yf, + yzf + xy zf. 
8 


=, +y(x +z)f, + xy af, + yf. 
有 时 ,为 表达 简便 起 见 , 引 入 以 下 记号 : 
fi (u,v) =f.(u,o), f.(u,o) =, (ш,0), fr (u,v) =fa u,v), 
这 里 ,下 标 1Жл АЯ T ЛЕШ и КК, FR 2 表示 对 第 二 个 变量 " 求 偏 时 
Ж. ТН fr f fy 等 . 利用 这 种 记号 , 例 4 的 结果 可 表示 成 


дш ч я 
ае F yzf aa 





P ft жуба +2) + ху а» + у/». 


#15 设 u=f(x,y) 的 所 有 二 阶 偏 导数 连续 ,把 下 列表 达 式 转换 为 极 坐 标 系 
中 的 形式 : 
ОСИ 
解 е Н: 
х =рсоз 0, y =psin 0 
可 把 函数 w=/(x,y) 换 成 极 坐标 p 及 9 的 函数 : 
u=f(x,y) =f(pcos 0,psin 0) =F(p,0). 


现在 要 将 式 子 [ 并] + | allp. 0 及 函数 4=F(p,9) 对 p.9 的 偏 导 





a) Fu й и 
ду ax? 
ди ди ди}, ou 


这 = 
дх`ду`дх' ay ы 





数 来 表达 . 为 此 ,要 求 出 =f(x,y) 的 偏 导 数 
看 做 由 w=F(p,9) 及 
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p= Vx +y, Ө = arctan гд 
复合 而 成 ,应 用 复合 函数 求 导 法 则 ,得 











ди ди др n ди 80_ди x ðu y _ ди ов _ ди sin 0 
дх дрдх 90 дх pp 0p др ` 00 р ’ 
ðu ðu др ди д0 ди y ди х ди. ди cos 0 
== теди = = + = = —sin 0 + 

ду др ду 90 ду Op p д0 р др oð р 


两 式 平 方 后 相 加 ,得 





СВГ 
再 求 二 阶 偏 导数 ,得 


sa оош ‚3р, 5 ди\ 00 
Әх? др\ дх) Әх ті ) дх 


ди ди sin 0 ди sin 0 sin 0 
| 0 — I — > 
| р др те 90 p l ak д» әр" ы Ө р Шш p 





























= —G0S 0 + 2 2 + 
op 9p906 p 0° F + р" др р 
同 理 可 得 
Fu аш. Ou sin20 д°и соѕ ди sin20 ðu cos’ Ө 
一 一 P z + š 
ду др gp906 p 9 p 90 p др р 
两 式 相 加 ,得 





ðu ди ди 1 ðu 1au 1l | AE 2x) 3w 
p др p Ө pl др\ др] a? 
全 微分 形式 不 变性 WRR =f, v) RA Em С, Д EM 


dz = 92 qg + 92 qo, 
ди ðv 





D HA P(x,y) 在 第 一 .四 象限 时 ,规定 9 的 到 值 范围 为 === <0 < MI 
Ө = arctan 5. 
x 
当 点 P(x,y) 在 第 二 .三 象限 时 ,规定 Ө 的 取 值 范围 为 了 <0 < Эт, 则 
0 = aretan Zi T, 
x 


此 时 以 下 推导 仍 成 立 ， 
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WR u 和 w 又 是 中 间 变 量 , 即 u=g(x,y) w=yW(x,y), 且 这 两 个 函数 也 具有 连续 
偏 导数 ,那么 复合 浮 数 

z=f[ p(x,y) ,w(x,y)] 
的 全 微分 为 


dz So + Say, 
ДЕН Аз (4 -3) 及 (4 -4) 给 出 . 把 公式 (4 -3) 及 (4 -4) 中 的 站 
及 至 代入 上 式 , 得 
9y 


0z ди 0z O ðz ди д= ðv 
dz 一 
(2 дх ðv a (= ду др 司 





= A DM + Sady) + Í LAM + aedy) 
дх ду ` ðv \ Ox ду 


H Jn DL, еи 和 vw 是 自 变量 还 是 中 间 变 量 ,函数 z=f(u,v) 的 全 微分 形式 是 
一 样 的 . 这 个 性 质 叫 做 全 微分 形式 不 变性 . 
例 6 利用 全 微分 形式 不 变性 解 本 节 的 例 1. 


# dz=d(e"sin v) =e“sin vdu + e“cos vdv, 


因 
du =d(xy) =ydx +xdy,dv =d(x +y) = х + ау, 


代入 后 归并 含 dx K dy 的 项 ,得 
dz = (е‘ѕіп v • y +е“соз v)dx + (езіп v * x +е“соз v)dy, 


即 


=e” [ysin (x +y) +cos (x +y)]dx+e”[xsin (x +y) +cos (x +y) 14у. 
比较 上 式 两 边 的 dx 和 dy 的 系数 ,就 同时 得 到 两 个 偏 导数 宇和 守 ,它们 与 例 1 的 
结果 一 样 . 


习 题 9-4 


› › А „д: д 
l. = и +v M и= х +у, р =х у, ,—. 
ax ду 
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2. H z=u lnv, fj u = pad s E EA 
y š дх ду 

、 1-25 了 : 3 dz 

3. 设 z=e ,而 x=sint,y=1 Ке 


4. iZ 2 = агсѕіп(х- y), х= 31,у =4r RE 


5. iZ z= arctan ( xy) ‚Й y = e' RE 
х 


з е“ (у—::) - { x 
6. ише 0-2) yeish x,z = cos x, 求 一 . 
а +1 dx 


du 


š x И 
7. Ў z = агсіап —, Mj x=u+v,y =u - v, uF 
ВА 


д2 д: Uv 
108. 208.0. 


ди дь u +u 
8. 求 下 列 函 数 的 一 阶 偏 导数 (其 中 /具有 一 阶 连续 偏 导数 ): 
(1) w=f(# -3,67 ); (2) wd 
(3) u =f(x,xy,xyz). 


9. 设 z=xy+xF(u) ‚йи =——,Е(и) 80 ра, ШЕВА 


x 


228 4 Ж ызы 
` дх Yay к 


10. 设 z= 一 一 一 ,其 中 /(w) 为 可 导 函 数 ,验证 
fO - у?) 


l æ 1 д: z 


х Ox у ду y 


| i ' Е а? 2, 2. 
ll. zs r) ,其 中 /具有 二 阶 导 数 , 求 25,-2 ,9 
Ox дхду ду 











12. 求 下 列 丽 数 的 9， 之 22 (其 中 /具有 二 阶 连续 偏 导 数 ): 


дхду'д 
(1) г=/(ху,у); (2) z=/[ 25); 
y 
(3) z=/(xy’ ,x y); (4) z=f(sin x,cos у,е*'”). 
`13. 设 u=/(x,y) 的 所 有 二 阶 偏 导 数 连续 ,而 
_ s= 63: _3s +! 
一 2 3 = 2 , 


x 


证 明 





9 Я Juy? „2 2 2 2 
OROROORO m „ә 
OX” А 


ду? д5 д! 
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BAT ”隐隐 数 的 求 导 公式 


在 第 二 章 第 四 节 中 我 们 已 经 提出 了 隐 上 函数 的 概念 ,并 且 指出 了 不 经 过 显 化 

直接 由 方程 

Е(х,у) =0 (5-1) 
ЖЕРТ ХЕ BJ [a pR ЖОП Sp ЖО 706. ЖБИ fE fr ВАРА ТЕТЕ Е BE ,并 根据 多 元 复合 
PK ЖОНУ 0 E S H Б ER О Sp СИ sÑ. 

隐 函 数 存 在 定理 1 RAA Р(х,у) EA P y) BR ARAARA E 27 
偏 导 数 , 且 Р(х,у) =O,F (х,у) #0, WAF F(x,y) =0 在 点 (xu,y) 的 某 一 
邻 域内 恒 能 唯一 确定 一 个 连续 且 具 有 连续 导数 的 函数 y=f/(x), 它 满足 条 件 }, = 
f(xo) ,并 有 





о. а (8 =3) 
公式 (5 -2) 就 是 隐 国 数 的 求 导 公式 ， 
这 个 定理 我 们 不 证 . 现 仅 就 公式 (5 -2) 作 如 下 推导 . 
将 方程 (5 -1) 所 确定 的 函数 y=f(x) 代 入 (5 -1) ,得 恒等式 
F(x,f(x))=0, 
其 左 端 可 以 看 做 是 x 的 一 个 复合 函数 , 求 这 个 函数 的 全 导数 ,由 于 恒等式 两 端 求 
导 后 仍然 恒 等 , 即 得 
因为 F, 连续 , 且 已 (xo,yo) 关 0, 所 以 存在 (xyo) 的 一 个 邻 域 ,在 这 个 邻 域内 
Е, 0, FE 
dy. = 
ах Е 
如 果 (x,y) 的 二 阶 偏 导 数 也 都 连续 ,我 们 可 以 把 等 式 (5 -2) 的 两 端 看 做 x 
的 复合 函数 而 再 一 次 求 导 , 即 得 


dy д _ F, +28 F, dy 
Taa А | a” 
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F F? -2Е, F F +Е, Е! 
F | 

例 1 验证 方程 x +y -1=0 在 点 (0,1) 的 某 一 邻 域内 能 唯一 确定 一 个 有 
连续 导数 , 当 x=0.y=1 ПОВАРА у = (х) ,并 求 这 函数 的 一 阶 与 二 阶 导数 在 
x =0 的 值 . 

解 设 F(x,y)=x +y -1, 则 F,=2x,F,=2y,F(0,1) =0,F,(0,1) =2#0. 
因此 由 定理 1 可 知 ,方程 x +y -1=0 在 点 (0,1) 的 某 邻 域内 能 唯一 确定 一 个 
有 连续 导数 , 当 x=0,y=1 时 的 函数 y=f(x). 

下 面 求 这 函数 的 一 阶 及 二 阶 导数 . 














dy __ F. ЕЕ: ау у: 
dx F, y? dx eo У 
х 

2 аі ра 
dy fony К. | 3 yr 1 
dx? Е. у у у , 
Py 
| аш], 
dx” бз 


[РЁ ЖТР ТЕЛЕ ИЙИ п] РД 0 yG Жл. 既然 一 个 二 元 方程 (5 -1) 可 以 确 

定 一 个 一 元 隐 和 函数 ,那么 一 个 三 元 方程 
F(x,y,z) =0 (5-3) 
ШОН oI fE MA E — A — Jú het PK 6. 

与 定理 1 В, FRATE ГИҢ ср F(x,y,z) R E E ЖИЙЕН J FE 
Е(х,у,2) =0 ERZI RK z = f(x ,y) IEF ТЕД ЕХ 4 РЁ 3 ВЕ E. 这 就 是 
下 面 的 定理 . 

隐 函 数 存 在 定理 2 设 函 数 FFCx,y,z) 在 点 P(x%。,Yo ,zo) 的 某 一 邻 域内 具有 
连续 偏 导 数 , 且 (х,у, ы) =0, F, (х,у, 20) 70, W H3  К(х,у,:) =0 在 点 
(х,у ,20) 的 某 一 邻 域内 恒 能 唯一 确定 一 个 连续 且 具 有 连续 偏 导 数 的 函数 z = 
/(x,y), 它 满足 条 件 z,=f/(x, ,yo) ,并 有 

д2 F, дг F, 
dx Fag F (=) 

这 个 定理 我 们 不 证 . 与 定理 1 类 似 , 仅 就 公式 (5 -4) 作 如 下 推导 . 

由 于 F(x,y,/(x,y)) 三 0, 将 上 式 两 端 分 别 对 x у, ЛН рК 
导 法 则 得 








дг _ 
дх 


因为 F, E, Н Е. (х,,уо,20) #0, ТИТЕ (хо, Yo 20) 的 一 个 邻 域 , 在 这 个 邻 


Раб, S eb, p. +P S sü. 
| > 
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域内 Е, #0, TEI 





2 а у +27 -42=0, 求 5 
x 


解 设 F(x,y,z) =x +y +: -4z, Е, = 2x,F,=2z - 4. 4 z22 时 ,应 用 
公式 (5 -4) ,得 





再 一 次 对 x 求 偏 导 数 , 得 
‚д: Е „|. 
pe 0 a z) 可 ТГ, 
Bx (2, 2) М (Ж к)" g (2 —z)° 





二 、 方程 组 的 情形 


下 面 我 们 将 隐 范 数 存 在 定理 作 另 一 方面 的 推广 . 我 们 不 仅 增 加 方程 中 变量 
的 个 数 ,而 且 增加 方程 的 个 数 . 例如 ,考虑 方程 组 
F(x,y,u,v) =0, 
жаң = 0). 
这 时 ,在 四 个 变量 中 ,一 般 只 能 有 两 个 变量 独立 变化 ,因此 方程 组 (5 -5) 就 有 可 
能 确定 两 个 二 元 函数 . 在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 由 函数 Е.С 的 性 质 来 断定 由 方 
程 组 (5 -5) 所 确定 的 两 个 二 元 函数 的 存在 以 及 它们 的 性 质 . 我 们 有 下 面 的 
定理 . 
隐 函 数 存 在 定理 3 ig К(х,у,и,ь) .C(x,y ,u,v) 在 点 P(xo ,0,uo,w) 的 某 一 
邻 域内 具有 对 各 个 变量 的 连续 偏 导 数 , 又 Fxo,yo Uoto) =0,G(xo,y0,uo,00) =0, 
且 偏 导数 所 组 成 的 函数 行列 式 (或 称 雅 可 比 (Jacobi) 式 ) 
oF ӘР 
_a(F,G) _|ди дь 
9(u,v) aG ӘС 
ди др 
在 点 P(xu ,yo,uoyz) 不 等 于 零 , 则 方程 组 RUxz,y,u,z) =0,С (x,y,u w) =0 在 点 
(xo,yovuoy2oo) 的 某 一 邻 域内 恒 能 唯一 确定 一 组 连续 且 具 有 连续 偏 导 数 的 函数 
w=u(x,y) ,v=v(x,y) ,它们 满足 条 件 wu =v(xro,yo) ,om =v(xo,%o), 并 有 


(5-5) 


J 
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F, F, 
ðu 1 a(F,G) | G, G, 
ox J a(xw) |Е F, 
C, 6б, 
Fa F, 
dv l 0(F,G) _ _ ° б, (5-6) 
дх J д(и,х) Е, F, i 
G, G, 
F, F, 
ши MFG 16 б, 
ду J aG) F FI 
G, G, 
Е, Е, 
д> 1 9(К,С) __ G, G, 
ðy J д(и,у) ñ F| 
и g 





这 个 定理 我 们 不 证 . 与 前 两 个 定理 类 似 , 下 面 仅 就 公式 (5 -6) 作 如 下 推导 . 
由 于 
Е[х,у,и(х,у) ,0(х,у) ] =0, G[x,y,u(x,y),o(x,y)]=0, 
将 恒等式 两 边 分 别 对 x* 求 导 ,应 用 复合 函数 求 导 法 则 得 


F ap 2р S ың, 
дх дх 


G +, ® L e P б. 
дх Ox 


这 是 关于 全 和 的 线性 方程 组 ,由 假设 可 知 在 点 P(xu уо suo vo) 的 一 个 邻 域内 ， 
系数 行列 式 








ди Ov , 
A T a f 1 9 97 ¿a 
дх дх 


аи __1 a(F,G) др 1 Ә(Е,6) 
ox J alx w)’ əx J Ə(u,x) 





同 理 , 可 得 
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ди _ _ l Ә(К,С) до _ 1 Ә(Ё,б) 
ду J alya)’ ду J alu,y) 
例 3 t au - ув =0,yu ко =, ROS до”. 
解 ” 此 题 可 直接 利用 公式 (5 -6) ,但 也 可 依照 推导 公式 (5 -6) 的 方法 来 求 
解 . 下 面 我 们 用 后 一 种 方法 来 做 . 


将 所 给 方程 的 两 边 对 * 求 导 并 移 项 ,得 












































„ашар 
w ав | 
ди ðv 
y — +x — = -Ù 
` 05 дх 
% =y 3 5 
Ф Ј = =x +y #0 的 条 件 下 ， 
y x 
| -u -y 
дй 1! “| u + yb 
дх x =y х? + у? i 
y à 
х -u 
ðv IY YI _yu-xv 
дх X = y х? +y 
› x 
将 所 给 方程 的 两 边 对 y 求 导 . 用 同样 方法 在 =x +y #0 的 条 件 下 可 得 
ди _ xv – yu д> _ хи+ур 
ду x° +y " ду x` +y 


例 4 р х =х(и, р) ‚у= у(и, о) Е (и, о) АУ — Ару Н 26 
MTER, х 
д(х,у) 
д(и, р) 





(1) 证 明 方程 组 
x=x(u,), 
(5-7) 
mamap. 
ДЕН (х,у, u,v) НУ Ж— $ k A E — If E — $ E 2 Н Н.Я E 0н Sp SC BJ РЫ и = 
и(х,у),0о=20(х,у). 

(2) RARR u =u (х,у), р = (х,у) х,у 的 偏 导数 . 

Ж (1) 将 方程 组 (5 -7) 改 写成 下 面 的 形式 


«000 = 
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F(x,y,u,u)=x-x(u,u) =0, 
dar =y-y(u,) =0. 
则 按 假设 
а(Е,С) (х,у) 
д(и,0) (u,v) 
H ES P ke fr E EM 3, 即 得 所 要 证 的 结论 . 
(2) 将 方程 组 (5 -7) 所 确定 的 反 函 数 w=u(x,y),v=v(x,y) 代 入 (5 -7), 
即 得 





d = 


x=x[u(x,y),s(x,y)], 
aaa. 902,201: 
将 上 述 恒 等 式 两 边 分 别 对 x 求 偏 导数 ,得 
дх ди „9 ðv 
ðu дх Ov ðx’ 





0-21. ди ду до 
ди Ox д? Ox 








H 730, in feia 

ди 1 ду a 1 ду 
ox J æ’ ox J ðu 

同 理 ,可 得 
ðu lax др 1 or 
д) J дь ду J ðu 

>J ай 9-5 

L Ж РЕ „э 7, 
dx 

2. iZ In yx +y =arctan 2.9, 
х ах 


3. iZ х +2у+2- 2 doae URERA 
дх ду 

4 Bini pp ar 

z ~ 9х ду 
5. iZ 2sin(x +2y-3z) =x +2у За, ИД: „9% т, 

дх ду 
6. 设 x=x(y,z),yY=y(zz),z=z(xzy) 都 是 由 方程 PR(x,y,z) =0 所 确定 的 具有 连续 偏 导 
数 的 函数 ,证 明 


ду д2 дх 


= =l; 
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. 设 B(u,v) 具 有 连续 偏 导数 ,证 明 由 方程 (cx – аг, су – bz) =0 Т ҖЕП) РАЖ z= 
po 





`8. йе „ате 





“9. Ж — 3xyz = а? R2 


ðxðy 

10. 求 由 下 列 方程 组 所 确定 的 函数 的 导数 或 偏 导 数 : 
(1) „РИ НИСА А 

x +2у +32 =20, dx ах 

x+y+z=0, е 
(2) al h’ RES, 

x +y +z =l, с2 az 

I =f(ux,v +y), ди дь 

(3) ар Е 2589 

v=g(lu-x,v y), дх' 


(4) 设 x=e" +usin v, Эи ди др aw 
y=e"-ucosv, 9 'ду'дх' ду 


ll. 设 y=/(x,1) ,而 1=1(x,y) 是 由 方程 F(x,y,t) =0 Bü E ПУ РЕЖ, Boh f, F 都 具有 一 
阶 连续 偏 导数 . 试 证 明 


dy дх dl дг дх 


de af oF oF ` 
ðt ду ðt 








第 六 节 ”多 元 函数 微分 学 的 几何 应 用 
本 节 先 介绍 一 元 向 量 值 函 数 及 其 导数 ,再 讨论 多 元 函数 微分 学 的 几何 应 用 . 
一 、 一 元 向 量 值 函数 及 其 导数 


由 空间 解析 几何 知道 ,空间 曲线 T 的 参数 方程 为 


x=e(t), 
у=ф(ї), гє [а,В]. (6-1) 
2=0(1), 


方程 (6 -1) 也 可 以 写成 向 量 形式 . Ф710 
r=xi+yj+zk, FL = ф(1)і+у(г)ј +o (t)k, 
则 方程 (6 -1) 就 成 为 向 量 方程 
r=f(t), tela,ß]. (6 -2) 
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方程 (6 -2) 确 定 了 一 个 映射 f:[a,B8] 一 R .由 于 这 个 映射 将 每 一 个 te[a 
B], 映 成 一 个 向 量 f(1) e R° , 故 称 这 映射 为 一 元 向 量 值 函数 . 一 般 地 ,有 如 下 
定义 1 设 数 集 DCR, 则 称 上 映射 f:D 一 R" 为 一 元 向 量 值 函数 ,通常 记 为 
r=f(t) te D, 
其 中 数 集 D 称 为 函数 的 定义 域 ,: 称 为 自 变量 ,r 称 为 因 变 
— Jú] Bz {Н РА 2 JE Эй — TRNA > 
Нн г 不 取 实 数值 ,而 取 值 为 n 维 向 量 . 
在 本 教材 中 ,只 讨论 一 元 向 量 值 函数 ,并 对 因 变 量 的 取 值 以 n=3 的 情形 作 
为 代表 , 即 r 的 取 值 为 3 维 向 量 . 为 简单 起 见 ,以 下 将 一 元 向 量 值 函数 简称 为 向 
量 值 函数 ,并 把 普通 的 实 值 函 数 称 为 数量 函数 . 
ER 中 ,车 向 量 值 函数 f(1) re D 的 三 个 分 量 函 数 依 次 为 f(1) f (t), 
А01) ,teD, 则 向 量 值 也 数 可 表示 为 
FA =f Dith(t +f(i)k,teD (6 -3) 





或 
SOD = (АС) ,p(t) ,f(t)) мер. (6=3") 

设 ( 变 ) 向 量 r 的 起 点 取 在 坐标 系 的 原点 O 处 ,终点 在 M 处 , 即 r= OM (图 
9-6). 当 t 改 变 时 ,r 跟着 改变 ,从 而 终点 M 也 随 之 
改变 . 终点 M 的 轨迹 ( 记 作 曲线 芽 ) 称 为 向 量 值 函数 
r=f(t) (teD) 的 终端 曲线 ,曲线 本 也 称 为 向 量 值 
函数 r=f(1) (кєр) Ж. 

由 于 向 量 值 函数 r=f(1) (гер) Уул (ау Г 
是 一 一 对 应 的 ,因此 

r=f(t) = AA) AU) ,f(t)) ер (6-4) 
PA E T 的 向 量 方程 . 89-6 

根据 R° 中 的 向 量 的 线性 运算 及 向 量 的 模 的 概 
念 , 可 以 类 似 于 定义 数量 函数 的 极限 .连续 .导数 等 概念 的 形式 来 定义 向 量 值 函 
数 的 相应 概念 , 现 简 述 如 下 : 

定义 2 设 向 量 值 函 数 f(1) 在 点 t 的 某 一 去 心 邻 域内 有 定义 ,如 果 存 在 一 
个 常 向 量 mm ,对 于 任意 给 定 的 正 数 e, AEEA 6, 使 得 当 1 满 足 0<1:-isl<6 
时 ,对 应 的 函数 值 f(1) 都 满足 不 等 式 

Ifa) -rl <=, 
那么 , 常 向 量 r, 就 叫做 向 量 值 函数 .Fi) 当 г, 时 的 极限 , 记 作 
limf(1) =r, 或 Рг) r. ,1—+to. 
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容易 证 明 : 向 量 值 范 数 ,Fi) 当 гг, 时 的 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 :f(1) 
HEADER) AA) f, (t) H t—t 时 的 极限 都 存在 ;在 函数 f(t) 当 二 
时 的 极限 存在 时 ,其 极限 

туо) = (lim (г) „lim f(t) „lim (0) ). (6-5) 

设 向 量 值 函数 f( r) ХЕ sa 的 某 一 邻 域内 有 定义 , 若 

limf(1) =/(%), 
则 称 向量 值 函数 f(t) 在 连续 . 

向 量 值 函数 了 (i) 在 i 连续 的 充分 必要 条 件 是 :f(1) 的 三 个 分 量 函 数 fi (71)， 
f.) .f (1) 都 在 i 连续. 

AEEA S), te D. #7 DCD, f) D, 中 的 每 一 点 处 都 连续 , 则 
IOE D, EER, HSO) Æ р, 上 的 连续 函数 . 

F A Hi Г а (Ë РЁ ЖОН Sp %% R Sp [6] Bz ) BJ E Ж. 

定义 3 设 向 量 值 函 数 r=f(t) 在 点 i 的 某 一 邻 域内 有 定义 ,如 果 
f(to +At) -f Cta) 





lim Ar = lim 


м-0оДЁ А-0 At 
FE, BË Z Я ЖО 4 ҖИ [R Ip] 2 29 [в] E Iñ СА 24 r = fli) Е t 处 的 导数 或 导向 量 , 记 





EPOD RE 
设 向 量 值 函 数 +=f(1) ,te D. D,CD,f(t) 在 D, 中 的 每 一 点 :处 都 存在 导 
向 量 f'(1) (Жү), ио) D, EWĘ. 


向 量 值 函数 .Fi) 在 可 导 ( 即 存在 导数 ) 的 充分 必要 条 件 是 :f(1) 的 三 个 分 
ERARA) AA) AO KTE to TE SO) E to 可 导 时 ,其 导数 
Sf lig) efi аЬ tfio) k (6-6) 
[п] Bz (ËL РЁ САО Sp ROS У А И] 15 Сатр 28 Н Sp ROZ ЕШ AS JÉ zÇ #H 16), Fu У] 
出 如 下 : 
u(t) w(t) 是 可 导 的 向 量 值 了 哨 数 ,C 是 常 向 量 ,c 是 任 一 常数 ,p(i) 是 可 导 
的 数量 函数 , 则 


d 


(ауд 
dt 
d ‚ 
(2) еш) =eu'(1); 
(3) Tul) na (af ] sw ti ао. 
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——[ф()и()]=еф'()и() +e(t)u (t); 


[u(t) 0 (t)]=u'(t) vt) +u(t) +»'(а); 


cja eja 





1400) хо (1) | =и' (1) хо (t) +u(t) хе (t); 


(7) Sulo] =e (u'll). 

仿照 对 数量 函数 的 导数 运算 法 则 的 证 明 方 法 ,或 对 向 量 函 数 的 分 量 运用 对 
应 的 数量 函数 的 导数 运算 法 则 ,可 以 证 明 以 上 法 则 ,读者 可 作为 练习 自行 证 明 . 

下 面 ,讨论 向 量 值 函数 > =f(1) 的 导向 量 的 几 
何 意义 . 

设 空 间 曲 线 P EER r= f(i),t e D 
О 6, ЖОМ = (1) „ОЎ = 了 (t+ At) ,如 
图 9 -7 所 示 . 又 设 导向 量 f'(1) 不 是 零 向 量 

当 At >0 时 ,向 量 Ar =/( + At) -f(t,) 的 指 
向 与 + 增 大 时 点 М 移动 的 走向 (以 下 简称 :的 增长 
方向 ) — X; "4 At <0 时 ,向 量 Ar=f(t + At) - 


7 ) 的 指向 与 :的 增长 方向 相反 . 但 不 论 At >0 或 Ar <0, 向 量 AC = Аг 的 指向 





9-7 


总 与 1 的 增长 方向 一 致 .于 是 ,导向 量 f"(4) = lim “是 向 量 值 函 数 r =f) 的 终 


Ўто HH #& P (esa 履 处 的 一 个 切 向 量 , 其 指向 与 : ааа, 
И (Ар r = f( t) 是 沿 空间 光滑 曲线 运动 的 质点 M 的 位 置 向 量 , 则 向 
БАА r = f( t) Аас АУЕ Ж 


o(1) = 下 是 质点 M 的 速度 向 量 , 其 方向 与 曲线 相 切 ; 


а(0) = 时 = 9 是 质点 M 的 加 速 度 向 量 . 


例 1 flt) = (cos t)i+ (sin t)j+tk,3Klimf(t). 


4 


解 ji ок к im si А 
«шш sa ДЕ |К 
EOT OTET 


例 2 设 空间 曲线 P 的 向 量 方程 为 
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r=f(t) =(t +1,4t-3,2ť -6t),teR, 
求 曲 线 研 在 与 1=2 相应 的 点 处 的 单位 切 向 量 . 
解 f'(t)=(2t,4,4t-6),teR, 
Ј'(2) = (4,4,2), 
(2) 1 = JF +42 +22 6. 
由 导向 量 的 几何 意义 知 ,曲线 一 在 与 上 =2 相应 的 点 处 的 一 个 单位 切 向 量 是 


[33] ,其 指向 与 (的 增长 方向 一 致 另 一 个 单位 切 向 量 是 { - 子 ,- 子 ， 


- +] ,其 指向 与 :的 增长 方向 相反 


例 3 一 个 人 在 悬挂 式 滑 翔 机 上 由 于 快速 上 升 气流 而 沿 位 置 向 量 为 = 
FC) =(3cos t)i + (3sin t)j +k 的 路 径 螺 旋 式 向 上 . 求 

(1) 滑翔 机 在 任意 时 刻 t 的 速度 向 量 和 加 速度 向 量 ; 

(2) 滑翔 机 在 任意 时 刻 上 的 速率 ; 

(3) 滑翔 机 的 加 速度 与 速度 正 交 的 时 刻 . 


解 (1) г=/(ї) = (Зсоѕ t)i + (Зѕіп t)j+tťk, 
v -a —3sin t)i + (3cos t)j + 216, 
_ dr 


ЕР ЫЫ. – 3с05 t)i — (3sin t)j +2К. 
2 


(2) 速率 是 速度 " 的 大 小 , 即 
Iv | = V( —3sin t)? + (3cos t) + (2t)? = V9 +42. 
这 一 结果 表明 :滑翔 机 沿 其 路 径 升 高 时 ,运动 得 越 来 越 快 . 
(3) Hv : а =9sin tcos t —9sin tcos t +4t =0 , íË t = 0. 这 表明 :加 速度 与 速度 
正 交 的 唯一 时 刻 是 在 :=0. 





二 、 空 间 曲 线 的 切线 与 法 平面 


设 空间 曲线 P 的 参数 方程 为 
х=ф(!), 
у=ф(ї), tela,ß]. (6 -7) 
2=0(1), 
这 里 假定 (6 -7) 式 的 三 个 函数 都 在 [ae,B] 上 可 导 , 且 三 个 导数 不 同时 为 零 . 
现在 要 求 曲线 丁 在 其 上 一 点 W(xo,yo,zo) 处 的 切线 及 法 平面 方程 . 
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设 与 点 M 对 应 的 参数 为 4, 记 f(t) = (ф(),у(),в()), tela, В]. Н 
量 值 函数 的 导向 量 的 几何 意义 知 ,向 量 T=f(4) = (9 0) ,y(to),w'(to)) 就 
ERR TES M 处 的 一 个 切 向 量 ,从 而 曲线 械 在 点 M 处 的 切线 方程 为 
X — Xo ў = Yo Z — Zo 
py dis) ш) 
通过 点 M HRE HA ЁК ГАА M 处 的 法 平面 , 它 是 通过 
点 及 (zo ,yo,z0) 且 以 T=f'(4) 为 法 向 量 的 平面 ,因此 法 平面 方程 为 
Фф'(ь)(х-х„) +/'(t)(y-y ) +w' (to)(z-z) =0. (6—9) 
例 4 ЖЕ Ж х=г,у=г c= 在 点 (1,1,1) 处 的 切线 及 法 平面 方程 . 
解 ” 因 为 x' =1,y' =2t,z! =3C ,而 点 (1,1,1) 所 对 应 的 参数 =, ВТ 


(6-8) 








Т = (1,2,3). 
于 是 ,切线 方程 为 
ж-1 y- 2—1 
1 2 3 ° 
法 平面 方程 为 
(x-1)+2(y-1)+3(z-1)=0, 
即 


x +2y +32 = 6. 
现在 我 们 再 来 讨论 空间 曲线 T 的 方程 以 另外 两 种 形式 给 出 的 情形 . 
如 果 空 间 曲 线 T' 的 方程 以 
y=e(x), 
еме 

的 形式 给 出 , 取 *x 为 参数 , 它 就 可 以 表示 为 参数 方程 的 形式 
=, 
у=ф(х), 
г=(х). 
47 ф(х) p(x) ХЕ x = x, 处 可 导 , 则 根据 上 面 的 讨论 可 知 ,T= (1,9p'(x)， 
yw'(zo)), 因 此 曲线 厂 在 点 M(x, Yo ,zo) 处 的 切线 方程 为 


х-хо У-У 2 — 20 











(6-10) 


1 ф(х) (а) 
在 点 M(xo,yo,zo) 处 的 法 平面 方程 为 
(х-х)+ф'(х„)(у-у„) +'(х,)(:—,) =0. (6-11) 
设 空 间 曲 线 T 的 方程 以 
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Esas =0, 





(6-12) 
С(х,у,2) =0 
ШЖ H, М(х,у, ,20) ЖЖ Г ЕА. M Е.С 有 对 各 个 变量 的 连续 
偏 导数 , 且 
„ы = 0. 
9(y,2) (xz0,70,z0) 





这 时 方程 组 (6 -12) 在 点 M(xo ,Yo,zo) 的 某 一 邻 域内 确定 了 一 组 水 数 y = g(x)， 
z= 由 (x%). ZRH T EA M 处 的 切线 方程 和 法 平面 方程 ,只 要 求 出 o'x), 
p(x) ,然后 代入 (6-10) (6-11) 两 式 就 行 了 . 为 此 ,我 们 在 恒等式 
Flx,p(x),y(x)]=0, 
б[х,ф(х)ф(х)]=0 
两 边 分 别 对 * 求 全 导数 ,得 
oF ӘР dy ОР dz 
Р + =U, 
дх ду dx дт dx 
9C 96 dy 96 dz _ 
дх ду dx à: dz ` 
由 假设 可 知 ,在 点 M 的 某 个 邻 域内 






























































(Е.С 
_9( ) 20, 
д(у,2) 
故 可 解 得 
F, Е F. F, 
dy _ Чаў = G G, dz _ ‚ _ 45, G, 
dx се F, ы ü F, F| 
G, CG. G G, 
于 是 T=(1,p'(x) p (х) ) EHk P EK M АКА — AH арЫ, X ЕН 
F F, F F, 
; С. G, M G, G, M 
ф'(х,) [ТЕ ТА тега, 
G, G, M G, G, M 
分 子 分 母 中 带 下 标 的 行列 式 表示 行列 式 在 点 M(x ,yo 20) ЁН. 把 上 面 的 切 
F 
maral | ,得 
7, ғ.у 
F F, F F, ЁК, F 
T, = |. 
G Gly 16 G. |u |G G |u 
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这 也 是 曲线 厂 在 点 履 人 处 的 一 个 切 向 量 . 由 此 可 写 出 曲线 械 在 点 M (xo Yo szo ) Ah 
的 切线 方程 为 



























































X — Xo £ Y 一 Yo 2 — 20 (6-13) 
К, F. F. F. F К, 
G G |u G, Gla C, G |u 
曲线 T FERR W(m ,yo ,aa) 处 的 法 平面 方程 为 
F. P, ; F a 
б, с, теңи с едан н ; А (6-14) 
mp EE огу, AEO) 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 ,那么 我 们 
д(у,г) 1, 9(2,х) |w д(х,у) 1, 
可 得 同样 的 结果 . 
例 5 RMR ++ =6,x+y+z=0 在 点 (1,-2,1) 处 的 切线 及 法 平面 
方程 


ВЕ 这 里 可 直接 利用 公式 (6-13) 及 (6 -14) 来 解 ,但 下 面 我 们 依照 推导 公 
式 的 方法 来 做 . 

将 所 给 方程 的 两 边 对 x 求 导 并 移 项 ,得 
dd 



































се 5 
dy dz 
Tt = “1 
由 此 得 
jas 2 y -=x 
dy _ -1 1| _ z-x dz |1 -1| x-y 
dx y z у—/' dx y z y-z 
] 1 [ 1 
dy = 0, dz = -], 
dafu Q3 5 дж |a sa 
从 而 
Т=(1,0,-1) 
故 所 求 切 线 方程 为 
k—] _ у+2 z-1 
] 0 -1? 
法 平面 方程 为 
(х-1)+0. (у+2) – (2-1) =0, 
Вр 
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x— z =0. 
三 、 曲 面 的 切 平 面 与 法 线 


我 们 先 讨论 由 隐 式 给 出 曲面 方程 

F(x,y,z) =0 (6-15) zh 

的 情形 ,然后 把 由 显 式 给 出 的 曲面 方程 z=f(x,y) 
作为 它 的 特殊 情形 . 

设 曲 面 了 由 方程 (6 -15) 给 出 ,M(x ,yo ,zo) 

是 曲面 上 的 一 点 ,并 设 函 数 FR(x,y,z) 的 偏 导 数 


在 该 点 连续 且 不 同时 为 零 . 在 曲面 上 ,通过 点 M /0 y 

任意 引 一 条 曲线 P (99-8) ,假定 曲线 P 92 4 

数 方程 为 图 9-8 
ж=ф(),ўу=Ш() ,2=0(1) (G=t=B), (6=16) 


к=, ЛУР М(х,,уо,2,) Н E (1), y (4), о (5a) 不 全 为 零 , 则 由 (6 - 8) K 
可 得 这 曲线 的 切线 方程 为 








= 


X — х0 Y= у, 2—2, 
p(t) We) аы) 
我 们 现在 要 证 明 , 在 曲面 区 上 通过 点 M 且 在 点 М 处 有 具有 切线 的 任何 曲线 ， 
它们 在 点 М 处 的 切线 都 在 同一 个 平面 上 . 事实 上 ,因为 曲线 厂 完 全 在 曲面 上 ， 
所 以 有 恒等式 





Е[Ф(1) „(ї),в(ї)]=0, 
又 因为 F(x,y,z) 在 点 (x。 ,Yo ,zo) 人 处 有 连续 偏 导 数 , 且 @ (С) W(t) 和 @ (t) 
存在 ,所 以 这 恒等式 左边 的 复合 函数 在 +=t, 时 有 全 导数 , 且 这 全 导数 等 
FF: 


во) W(t) 000) =0, 


r =O 


即 有 
F Coos) p (t) + F (ж, „у, 26) (t) +F, (ж, „у, zo) (t) =0. (6-17) 
引入 向 量 
n = (F. (xé,Ya, Za), F, (0:720) E tonoz) ), 
则 (6 -17) 式 表示 曲线 (6 -16) 在 点 人 处 的 切 向 量 
T=('(to) p (1) ,w(t)) 
与 向 量 n ЕТ. 因为 曲线 (6 -16) 是 曲面 上 通过 点 M 的 任意 一 条 曲线 ,它们 在 点 
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M 的 切线 都 与 同一 个 向 量 n 垂直 ,所 以 曲面 上 通过 点 M 的 一 切 曲 线 在 点 1 的 切 
线 都 在 同一 个 平面 上 (图 9 -8). 这 个 平面 称 为 曲面 了 在 点 M 的 切 平 面 . 这 切 平 
面 的 方程 是 
F, (xs ao za) (w = ma) FE (жу ууу) 67 yo) * 
Е, (х0,Уо 20) (2-2) =0. (6-18) 
通过 点 WM(xo,yo,zo) 且 垂直 于 切 平面 (6 -18) 的 直线 称 为 曲面 在 该 点 的 法 
线 . 法 线 方程 是 





第 一 到 | у= У, z=% 
= = ' (6-19) 
Е.(х0,У0,2) Е, Coya Za) Е.С, Уо) 
垂直 于 曲面 上 切 平 面 的 向 量 称 为 曲面 的 法 向 量 . 向 量 
n= (F.,(w „Уе ze) Рур „Уу 26) Fi Ko as Zo) ) 
就 是 曲面 了 在 点 M 处 的 一 个 法 向 量 . 
现在 来 考虑 曲面 方程 
z=f(x,y). (6 -20) 
2 
Е(х,у,2) =f(x,y) =z, 
可 见 


F (Wy,2) Sf (жу), F (%,y,z) mf (#y), F (6w,y,z) = — 1. 
ТР, ЦР (х,у) ВОС У, (х,у). S, Cy) EA Co ,Yo) 连 续 时 ,曲面 (6 -20) 
在 点 M( xo ,Yo ,zo) 处 的 法 向 量 为 
п = (У Сао, Сао), =1), 


切 平面 方程 为 
Sosyo) (2 — xa) +f,(% ya) (y ya) 一 人 一 和) =0, 
或 
z— z =f.(%osya) (% — xo) +f („у (y Уе)» (6-21) 
而 法 线 方程 为 
X — Xo Y = Yj 2 — Zo 
— = (6-22) 








ДХ.) Йә) 1 
这 里 顺便 指出 ,方程 (6 -21) 右 端 恰好 是 函数 z= 几 xz,y) 在 点 (xo,yo) 的 全 微 
分 ,而 左 端 是 切 平面 上 点 的 竖 坐 标的 增 量 . А, В г = (х,у) Е (хо, уо) А 
全 微分 ,在 几何 上 表示 曲面 z= 所 xz,y) 在 点 (xo,yo,zo) 处 的 切 平面 上 点 的 竖 坐标 
的 增 量 . 
WMR а B ЖП 表示 曲面 的 法 向 量 的 方向 角 , 并 假定 法 向 量 的 方向 是 向 上 
的 ,即使 得 它 与 z 轴 的 正 向 所 成 的 角 y 是 一 锐角 ,那么 法 向 量 的 方向 余弦 为 
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=f => 1 
cos Q = I = TA cos В = Fe Л ‚ соѕ y = I F Td 
XE, JES, (х,у) ЖП f (х,у) іу, ЖП /,. 
例 6 求 球面 x +y +z =14 在 点 (1,2,3) 处 的 切 平面 及 法 线 方程 . 
解 F(x,y,z) =x +y +z -14, 
n=(F,,F,,F.) = (2х,2у,2=), 
zl = (2,4,6). 


所 以 在 点 (1,2,3) 处 此 球面 的 切 平 面 方程 为 
2(х-1) +4(у-2) +6(2-3) =O, 








Bp 
x +2y + 32 -14 =0. 
法 线 方程 为 
x=] у=2 _z=3 
П ДЕ 6, 
Bp 
Ж. „Ж. A 
] 2 5% 


由 此 可 见 , 法 线 经 过 原点 ( 即 球 心 ). 
例 7 求 旋转 抛物 面 z==x* +y -1 在 点 (2,1,4) 处 的 切 平面 及 法 线 方程 . 
解 Қау) = tr = 1, 
n=(/..f,. -1) = (2х,2у,-1), 
Фу = (4.2. 15 


所 以 在 点 (2,1,4) 处 的 切 平面 方程 为 
4(x-2)+2(y-1)-(z-4)=0. 





即 
4x +2y -z -6 =0. 
法 线 方程 为 
x-2 7-1 2-4 
4 2 -1 
习 кй 9-6 


1. W f(t) = (о) (ОЈ ЖЛ (О) К, g(t) = (Nite (tj+ (Р) К, limf( 1) =й 
limg(t) =v, 
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ШЕ BJ] 
lim[f(1) xg(!)] =u xo. 

2. 下 列 各 题 中 ,r=f(1) 是 空间 中 的 质点 M 在 时 刻 上 的 位 置 , 求 质点 M ERTZ to 的 速度 
向 量 和 加 速度 向 量 以 及 在 任意 时 刻 i 的 速率 . 

(1) r=f(1) =(:+1)i+(É -1)j+2tk,t =1; 

(2) r=f(1) =(2cos г) + (3sin t)j +44К ,to = 
(3) r=f(1) =(2ln U1) it j+ k, =1. 
3. 求 曲 线 r= f(i) = (t —sint)i+ (1 -cos Ой + (4sin 2) 在 与 L = 也 相应 的 点 处 的 切 


线 及 法 平面 方程 


4. Жн x sy s zs FERET to = 1 的 点 处 的 切线 及 法 平面 方程 


5. 求 曲线 y =2mx,2 =m -x ES (х,у, ,zo) 处 的 切线 及 法 平面 方程 . 








С х? +у + —3x=0, 、 
6. 求 曲线 在 点 (1,1,1) 处 的 切线 及 法 平面 方程 . 
2x -3y +5z-4=0 


7. ЖН xsiyst zst EWS MEEZIT х +2y +z=4. 

8. те -z+xy=3 在 点 (2,1,0) 人 处 的 切 平面 及 法 线 方程 . 

9. Ж ах + Бу? +cz =1 EA (xo, Yo ,zo) 处 的 切 平面 及 法 线 方程 . 

10. RERE а +2y +z =1 上 平行 于 平面 *-y+2z=0 的 切 平面 方程 . 

11. 求 旋转 椭 球 面 3 +y +Z =16 上 点 ( -1, -2,3) 处 的 切 平面 与 x0y 面 的 夹 角 的 


12， 试 证 曲面 /YY+YY +: =a (ae>0) 上 任何 点 处 的 切 平面 在 各 坐标 轴 上 的 截 距 之 和 等 


13, 设 wu(1) w (0 是 可 导 的 向 量 值 函 数 ,证明 : 


(1) —[и(ї) + (1) ] =u'(t) + '(1ї); 
(2) [uD) 6 (0)]=u'(i) +» (i) +u(t) +»'(1); 


(3) — J u(t) xv (1) | =u'(t) xv (t) +и(1) xo (1). 


第 七 节 方向 导数 与 梯度 


一 、 方 向 导数 


侦 寻 数 反映 的 是 函数 治 坐标 轴 方 向 的 变化 率 . 但 许多 物理 现象 告诉 我 们 ,只 
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考虑 函数 沿 坐 标 轴 方 向 的 变化 率 是 不 够 的 . 例如 , 热 空 气 要 向 冷 的 地 方 流动 , 气 
象 学 中 就 要 确定 大 气温 度 、 气 压 沿 着 某 些 方向 的 变化 率 . 因此 我 们 有 必要 来 讨论 
函数 沿 任 一 指定 方向 的 变化 率 问题 . 

i 1 5 хОу PE ELA Pu(xo,yo) 为 始点 的 一 条 射线 ,el = (cos а,соѕ 8) 5 1 
同方 向 的 单位 向 量 ( 图 9 -9). 射线 /的 参数 方程 为 


X = Xy +1С05 Q, 
° (220). ý 
у =Y +tcos B 


WAR z =/( х,у) Е Р(х,у) ВЈ 
U(P,) 内 有 定义 ,P(xo +icos о, у +tcos В) 1 Е 
另 一 点 , 且 Pe U(P,). 如 果 函 数 增 量 f(x + tcos а, 
yo +tcos B) -xzo,yo) 与 已 到 P, AHER IPP! =t 
的 比值 

f(xo +tcos a,yo +tcosB) — f(x, , Yo) 
t 


4 P WW 8 1 РР, (Bl :—0 `: )BJ BUR f £ , JÉ Z kR ER Ж РЕ х,у) fE 





Р(х, у) 








89-9 











Р, 沿 方向 1 的 方向 导数 , 记 作 艺 , 即 
(x0,70) 
арро соз a + teos B) f(r) a 
д1 (хоо) 10t L 
从 方向 导数 的 定义 可 知 ,方向 导数 凡 | ”就 是 函数 f(x,y) 在 点 


д1 
Р(х,у) 处 沿 方向 1 的 变化 率 . Ят РЕЖ /( х,у) E Pu(xo,yo) 的 偏 导数 存在 ， 
е =і= (1,0), Д] 


(х0.20) 











+t,y0) -f(xo,y 
of ИРЕ ® 和 二 = IR EAT 

ol (xo,y0) t—0 + t ў i 
Mere, =j=(0,1) , 则 

of КЕТ / Xo » Yo +t) -fito K Е г 

Иш: -/ лә 

i ð P д күр 7 可 
但 反之 ,车 e =, 存在 , 则 于 未 必 存 在 . 例如 ,z = Vx +y 在 点 
( (xn0,y0) 





x0,Y0) 


=1, 而 偏 导 数 下 | ”不 存在 . 


9х | o.) 





З š i 2 д: 
0(0,0) 处 沿 1=i 方向 的 方向 导数 可 
(0,0) 


关于 方向 导数 的 存在 及 计算 ,我 们 有 以 下 定理 . 
定理 如 果 函 数 /(x,y) 在 点 P (xo ,yo) 可 微分 ,那么 函数 在 该 点 沿 任 一 方 
向 /的 方向 导数 存在 , 且 有 
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əf 
al (x0.70) 


其 中 соз a 和 соз В 是 方向 1 的 方向 余弦 . 
证 由 假设 ,Kx,y) 在 点 (xo,yo) 可 微分 , 故 有 
Лх, tA + Ay) — f(x yo ) 
=f (х,у) Ах +f (х,у) Ау +0( /(Ax) + (Ау) ). 
但 点 (zy + Ах, у +Ay) 在 以 (x6o ,Yo) 为 始点 的 射线 1 上 时 ,应 有 Ах = ѓсоѕ а, Ду = 
tcos B, (Ах)? + (Ay) = t. 所 以 


г хо +tcos m,y, +tcos B) -f(x%o ,Yo) 


1+0 + t 


=f, (х,у) соз о +f (х,у) соз B, (7-2) 











=f, (х,у) tos а +/, (ж, , Yo ) соз В. 
这 就 证 明了 方向 导数 存在 , 且 其 值 为 


д 
£ =/,(%,,ув) cos а + f. ( ж, „у ) соз В. 
(xz0,70) 


例 1 求 函 数 z=xe” 在 点 P(1,0) 处 沿 从 点 P(1,0) 到 点 0(2, - 1) 的 方向 
的 方向 导数 . 
解 ” 这 里 方向 1 即 向 量 PO = (1, -1) 的 方向 ,与 1 同 向 的 单位 向 量 为 @, = 





ї ! 
(2 а) 
因为 函数 可 微分 , 且 














=e” =1, 58 =2хе” =2, 
ӘХ | 11.0) (1,0) ду | 0 .0) (1,0) 
故 所 求 方向 导数 为 
1 
да u 2 
д! (1.0) (2 2. 2 





АЕС (х, у, 2) Ж, 2 ТЕ Z [8] A Po (Xos Yo» 20) W J lu] e= 
(соз aicos B, cos у) HIJ ERO 


of 
91 





на" хо +1с05 а, уу +tcos 8,2, + 1соѕ у) -f(xo ,Yo 20) 
t—0 + t ` 





(7-3) 

JEEE nJ ИЕН: ЕРА (х,у, 2) ТЕ д, (х, уо 20) ПАЎ, ЛА РАТЕ д 
“TH JI E] е, = ( соз о, соѕ В,соѕ y) 的 方向 导数 为 

of 


ol 





=f.(x,,Yo,Zo)cos a 二 万 (xoyyoyzo)cos B+ 


(а0»70»40) 
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J.C Xo ,yo,zo ) соз y. (7-4) 

例 2 Ж/(х,у,:) =xy+yz+zx 在 点 (1,1,2) 沿 方向 1 的 方向 导数 ,其 中 1 的 
方向 角 分 别 为 60° ‚45° ‚60°. 
解 ” 与 1 同 向 的 单位 向 量 


e, = (соз 60°,cos 45°,cos 60°) = ка А 
2 2 2 





因为 函数 可 微分 , 且 
f.(1,1,2) = (y +z) ПЕ 23, 
,01,1,2) =(% +z) = 3, 
f (1,1,2) = (y+x) =2. 
(0 22 


由 公式 (7 -4) ,得 


аў TAS 
Ol | ai.) 2 


+ 
Ww 
LG 
十 
кә 


1 = 


— 梯度 


与 方向 导数 有 关联 的 一 个 概念 是 函数 的 梯度 . 在 二 元 函数 的 情形 , 设 孔 数 
f(x,Y) 在 平面 区 域 D 内 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 对 于 每 一 点 Polo Yo) eD, 都 
可 定 出 一 个 向 量 

У, Со Уо) +, (хоу), 
这 向 量 称 为 函数 f(x,y) 在 点 P(xo,yo) 的 梯度 , 记 作 grad f (xo, Yo) BR 
V/A(xo,yo), 即 
We y.) =V f(x, зу) =f, (tos Yo) i +f (xo, Yo) 


Дру = i+ JEX (二 维 的 ) 向 量 微分 算 子 或 Nabla 算 子 ， у/=® +). 


дх ду 
к ра P(xo ,Yo ) 可 微分 ,ej = (cos а, соѕ B) 是 与 方向 1 同 问 
的 单位 向 量 ,那么 


af 


al =f.(xo,yYo)cos æ +f (х,у) cos B 


(x0,70) 
= grad f(x,y) ` е, = |grad f(xo ,Yo) leos Ө, 
ZN 
其 中 Маас Уо ),е,). 
一 关系 式 表 明了 函数 在 一 点 的 梯度 与 函数 在 这 点 的 方向 导数 间 的 关 


“106: 


第 七 节 方向 导数 与 梯度 








系 .特别 ,由 这 关系 可 知 : 

(1) 当 9=0, 即 方向 e, 与 梯度 grad f(x ,Yo) 的 方向 相同 时 ,函数 f(x,y) 增 
加 最 快 . 此 时 , 晒 数 在 这 个 方向 的 方向 导数 达到 最 大 值 ,这 个 最 大 值 就 是 梯度 
grad f(x, yo) AJR, Вр 

要 | =1гтай/(х,у,)!. 

这 个 结果 也 表示 ;函数 /(x,y) 在 一 点 的 梯度 grad f 是 这 样 一 个 向 量 , 它 的 方向 
是 函数 在 这 点 的 方向 导数 取得 最 大 值 的 方向 , 它 的 模 就 等 于 方向 导数 的 最 大 值 . 

(2) 当 9=7, 即 方向 @, 与 梯度 grad /( x, ,yo) 的 方向 相反 时 ,函数 f(x,y) 减 
少 最 快 , 果 数 在 这 个 方向 的 方向 导数 达到 最 小 值 Вр 


— lgrad /(х,,у,) l. 





(3) 340 = HI Jr lil e, 与 梯度 grad /( x, ,yo ) 的 方向 正 交 时 , РЕ ЖОНУ ЛЕ (k Ж 


= = |grad f(x, ,yo) 1соѕ 0 =0. 


我 们 知道 ,一 般 说 来 二 元 函数 z= 凡 xz,y) 在 几何 上 表示 一 个 曲面 ,这 曲面 被 
平面 z==c (e 是 常数 ) 所 截 得 的 曲线 工 的 方程 为 
е 


2 = с. 





这 条 曲线 了 在 хОу 面 上 的 投影 是 一 条 y 
平面 曲线 上 (图 9 - 10), fE х0у Æ 
面 直角 坐标 系 中 的 方程 为 


(A y) š ë. 
对 于 曲线 上 的 一 切 点 ,已 给 函数 的 
郧 数值 都 是 ,所 以 我 们 称 平面 曲线 
L` IRAK =f x,y) WFR. гурь ose) 
її Sof, AAR HE, 则 等 值 线 
as =c 上 任 一 点 P, (x, yo) 处 的 一 


Р(х, у) 














89-10 
个 单位 法 向 量 为 
] 
g = 5 5 (Ў. Сло „ЈС DD 
Сеооа) fy (xe оњ) 
= Ve 
Ё М A wo a ) | 
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这 表明 函数 f(x,y) 在 一 点 (xo,Yo) 的 梯度 Vf(x。o,Yo) 的 方向 就 是 等 值 线 
f(x,y) =c 在 这 点 的 法 线 方 向 ,而 梯度 的 模 1vy f(x ,Yo)1 就 是 沿 这 个 法 线 方向 


的 方向 导数 入 ,于 是 有 


V f(xo,yo) = 04, 


上 面 讨论 的 梯度 概念 可 以 类 似 地 推广 到 三 元 函数 的 情形 . БРА (х,у, 2) 
在 空间 区 域 G 内 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 对 于 每 一 点 Pu(xo,yo,za) е С. Е 
出 一 个 向 量 

У. (х0 ya 20) +f (хо, ув, )/ +S: Xo ,Yo ,20)k, 


这 向 量 称 为 函数 /x,y,z) 在 点 Po (хо 36,26) 的 梯度 ,将 它 记 作 grad f(x, ,0,3 
或 yf(xo ,yo,z0), 即 


grad f(x0,Yo0,20) = Уо Уо) 
=, (Xo0,Y0, zadi +f, (xoa жуй J FJ д» у эйр) К 


Жр =i к? +k 称 为 (三 维 的 ) 向 量 微 分 算 子 或 Nabla EF, yS = 47 "+ 


经 过 与 二 元 函数 的 情形 完全 类 似 的 讨论 可 知 , 三 元 函数 A 作 x,y,z) 在 一 点 的 
梯度 YA 是 这 样 一 个 向 量 , 它 的 方向 是 函数 (x,y,z) 在 这 点 的 方向 导数 取得 最 大 
值 的 方向 , 它 的 模 就 等 于 方向 导数 的 最 大 值 . 

如 果 引 进 曲面 

J(xw,y,z) =c 
为 函数 所 zx,y,z) 的 等 值 面 的 概念 ,那么 可 得 函数 几 *,y,z) 在 一 点 (xoyyoyzo) 的 恒 
REY fC xo ,yo ,26 ) 的 方向 就 是 等 值 面 f(x,y,z) =c 在 这 Р п. Т ВЕН 


模 1V f(x, ,yo， 21)1 就 是 困 数 沿 这 | 个 法 线 方向 的 方向 导数 全 





例 3 >K grad =: 
x +y 











ç l s 
解 ” 这 里 f(x,y) =— . 因为 
A sP 9 
of _ 2х of _ 2y 
дх (х? +y ):” ду (x? +y) I 
所 以 
D 2y 
grad 1 -= 一 i Р: ШЕРА: 
x +y (x +y )` (x жу) 
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例 4 Aay) = (+y) ,Po(1,1), 求 


Š 


(1) fx,y) 在 Po 处 增加 最 快 的 方向 以 及 所 zy) 

(2) х,у) fE P, 处 减少 最 快 的 方 回 以 及 f(x,y)Y 

(3) fy) E P, 处 的 变化 率 为 零 的 方向 . 

解 (1) fx,y) 在 Po 处 沿 vVfA(1,1) 的 方向 增加 最 快 ， 
v/(1,1) = (х +уј) lan =i+J, 


r 


这 个 方向 的 方向 导数 ; 
这 个 方向 的 方向 导数 ; 


部 


故 所 求 方向 可 取 为 
-FAIT oot, 
"WALII a an 





J EROA 
2 | шы) 7 lv fO1,1)1 = 2. 
(2) fx,7) 在 PP 处 沿 -vVA(1,1) 的 方向 减少 最 快 ,这 方向 可 取 为 


E TER фаир 
2 № 
方向 导数 为 
六 | = 1) = 40. 
(3) f(x,y) Æ Р, 处 沿 垂直 于 V Al ,1) 的 方向 变化 率 为 零 ,这 方向 是 
gus ырас] m= йы. 
SABE = 


15 设 f(x,y,z) =x -xy —z,P,(1,1,0). [в] /(x,y,z) E P, 处 沿 什么 方 
向 变化 最 快 ,在 这 个 方向 的 变化 率 是 多 少 ? 

解 vf=fi+f.j+f.kk = (Зх -y )i-2xyj-k, yf(1,1,0) =2i-2j-k. 

/Ох,у,г) TE P, 处 沿 YKI,1,0) 的 方向 增加 最 快 , 沿 -YAC1,1,0) 的 方向 减 
少 最 快 ,在 这 两 个 方向 的 变化 率 分 别 是 

Iy f(1,1,0)l = V? +( -2)° +1=3， 
-Iy /(1,1,0)1 = -3. 
例 6 тх +y +z=9 在 点 P,(1,2,4) 的 切 平面 和 法 线 方程 . 
解 设 /(x,y,z) =x +y +z. 由 梯度 与 等 值 面 的 关系 可 知 , 梯 度 


vf| =(2xi+2yj +k) =2i+4j+k 
Pa 


) (1,2,4) 





的 方向 是 等 值 面 /(x,y,z) =9 在 点 P 的 法 线 方向 ,因此 切 平 面 方程 是 
2(х-1) +4(у-2) + (2-4) =O, 
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即 
2x+4y+z=14, 
曲面 在 P, 处 的 法 线 方程 是 
x=1 +2t, у=2 +41, z=4+t (i 为 任意 常数 ). 

下 面 我 们 简单 地 介绍 数量 场 与 向 量 场 的 概念 . 

如 果 对 于 空间 区 域 G 内 的 任 一 点 履 ,都 有 一 个 确定 的 数量 f(M) ,那么 称 在 
这 空间 区 域 G 内 确定 了 一 个 数量 场 (例如 温度 场 、 密 度 场 等 ). 一 个 数量 场 可 用 
一 个 数量 函数 (MM) 来 确定 . 如 果 与 点 M 相对 应 的 是 一 个 向 量 F(M) ,那么 称 在 
这 空间 区 域 G 内 确定 了 一 个 向 量 场 (例如 力 场 .速度 场 等 ). 一 个 向 量 场 可 用 一 
个 向 量 值 函 数 F(M) 来 确定 ,而 

F(M)=P(M)i+Q(M)j+R(M)k, 

其 中 P(M), QCM), КОМ) M 的 数量 函数 . 

车 向 量 场 F(M) 是 某 个 数量 函数 卫 以 ) 的 梯度 , 则 称 f(M) 是 向 量 场 F(M) 的 
一 个 势 函 数 ,并 称 向 量 场 F( 以 ) 为 势 场 . 由 此 可 知 , 由 数量 函数 A 以 ) 产 生 的 梯度 
Ж grad /( M) 是 一 个 势 场 . 但 需 注意 ,任意 一 个 向 量 场 并 不 一 定 都 是 势 场 ,因为 
它 不 一 定 是 某 个 数量 函数 的 梯度 . 

例 7 试 求 数量 场 下 所 产生 的 梯度 场 ,其 中 常数 m>0,r= /x +y +z 为 原 


点 0 与 点 MGxz,y,z) 间 的 距离 . 
дүт\ m дг _ _ mx 
解 | | = 2 з, 








дх\ г r Ox F 
同 理 
0 1 т my 9/m _ mz 
Ул а) 
从 而 





grad т — =] = L+ + =k). 
r r r r r 


如 果 用 e, XIR БОМ [н] 7у їйї t fy Ë) B: ,那么 


e = 一 十 之 + 二 天 
r 
因此 
grad “Бы -Ze 
r 


上 式 右 端 在 力学 上 可 解释 为 ,位 于 原点 0 而 质量 为 m йд WS ГА M 而 
质量 为 1 的 质点 的 引力 . 这 引力 的 大 小 与 两 质点 的 质量 的 乘积 成 正比 ` 而 与 它们 
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的 距离 平方 成 反比 ,这 引力 的 方向 由 点 M 指向 原点 . 因此 数量 场 一 的 势 场 即 梯 


度 场 grad 一 称 为 引力 场 ,而 函数 一 称 为 引力 的 


习 题 9-7 


1. Ж zr +y 在 点 (1,2) 处 沿 从 点 (1,2) 到 点 (2,2 +V3) 的 方向 的 方向 导数 . 
2. 求 函数 z=ln(x +7) 在 抛物 线 六 =4x 上 点 (1,2) 处 , 沿 着 这 抛物 线 在 该 点 处 偏向 x 轴 
正 向 的 切线 方向 的 方向 导数 . 


y 


求 函数 := 1 (20е >) М2 +207. z = 1 在 这 点 的 内 法 线 方向 的 


方向 导数 . 
4. 求 函 数 = ху +z -xyz 在 点 (1,1 ,2) 处 沿 方向 角 为 = 本 ,B= 二 ,= 本 的 方向 的 方 


ЖЖ u = хуг 在 点 (5,1,2) 处 沿 从 点 (5,1,2) 到 点 (9,4,14) 的 方向 的 方向 导数 . 

. 求 函 数 4=x +y +2 在 曲线 x=4,y = 请 ,z= 上 点 (1,1,1) 处 , 沿 曲 线 在 该 点 的 切线 
Шыл соло лы с 

7. Ж u =x +y +z ERM х +у +: =1 上 点 (zyo,a) 处 , 沿 球面 在 该 点 的 外 法 线 
方向 的 方向 导数 . 

8. iZ /(х,у,2) =x +2y +32: + ху +3х – 2у – 6:, 

grad /(0,0,0) 及 grad /(1,1,1). 

9. Ш и(х,у,2) ,v(x,y,z) 的 各 个 偏 导数 都 存在 且 连 续 ,证 明 : 

(1) V(cu) =e Vu (其 中 6c 为 常数 ); 

(2) V(u+v) = Vu +W; 

(3) (шь) =v Vu +u Yv; 


(4) v [ rl ан 


2 
v 





10. Ж u = хуг Eri P,(1, -1,2) 处 变化 最 快 的 方向 ,并 求 沿 这 个 方向 的 方向 导数 . 
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一 、 多 元 函数 的 极 值 及 最 大 值 与 最 小 值 


在 实际 问题 中 ,往往 会 遇 到 多 元 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 问题 . 与 一 元 函数 相 


"ЛІГ ， 
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类 似 , 多 元 函数 的 最 大 值 .最 小 值 与 极 大 值 . 极 小 值 有 密切 联系 ,因此 我 们 以 二 元 
函数 为 例 , 先 来 讨论 多 元 函数 的 极 值 问题 . 
定义 ” 设 函 数 z=f/(x,y) 的 定义 域 为 D,P,(xo,Yyo) 为 D 的 内 点 . 车 存在 P, 
的 某 个 邻 域 VU( P.) CD ,使 得 对 于 该 邻 域内 异 于 P, 的 任何 点 (x,y) ,都 有 
fw) <f хо.уо). 
MRAR SC, y) EA (xo Yo) ARA IE (х,у), FA C xo Yo) WRA BRC, y) B 
极 大 值 点 ; 若 对 于 该 邻 域内 异 于 P, 的 任何 点 (x,y) ,都 有 
Jf(x,y) >/(%,ув), 
ДЈ З Ох, у) Е (хоу) НАЛА 败 xo,yo) ,点 (xo,yo) 称 为 函数 败 z,y) 的 
极 小 值 点 . 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 极 值 . 使 得 函数 取得 极 值 的 点 称 为 极 值 点 . 

例 1 函数 z=3x +4y 在 点 (0,0) 处 有 极 小 值 . 因为 对 于 点 (0,0) 的 任 一 邻 
域内 异 于 (0,0) 的 点 ,函数 值 都 为 正 ,而 在 点 (0,0) 处 的 函数 值 为 零 . 从 几何 上 看 
这 是 显然 的 ,因为 点 (0,0,0) 是 开口 朝 上 的 椭圆 抛物 面 z=3x +4y 的 顶点 . 

例 2 函数 z= - Vx +y 在 点 (0,0) 处 有 极 大 值 . 因为 在 点 (0,0) 处 函数 值 
为 零 ,而 对 于 点 (0,0) 的 任 一 邻 域内 异 于 (0,0) 的 点 , 困 数 值 都 为 负 . 点 (0,0,0) 
是 位 于 хОу 平面 下 方 的 锥 面 z= - Vx +y 的 顶点 . 

例 3 函数 z=xy 在 点 (0,0) 处 既 不 取得 极 大 值 也 不 取得 极 小 值 . 因为 在 点 
(0,0) 处 的 函数 值 为 零 ,而 在 点 (0,0) 的 任 一 邻 域内 ,总 有 使 函数 值 为 正 的 点 ,也 
有 使 函数 值 为 负 的 点 . 

以 上 关于 二 元 函数 的 极 值 概念 ,可 推广 到 nn 元 函数 . 设 n 元 函数 4=f(P) 的 
ELK D, P, 为 D 的 内 点 .车 存在 Pu 的 某 个 邻 域 U(P,)CD, 使 得 该 邻 域内 异 
于 P, 的 任何 点 了 ,都 有 

f(P) SACP) СЕРУ >/(Р„)), 
则 称 函 数 /(P) 在 点 P. 有 极 大 值 (或 极 小 值 )f( Р). 

二 元 函数 的 极 值 问题 ,一般 可 以 利用 偏 导数 来 解决 .下面 两 个 定理 就 是 关于 
这 问题 的 结论 . 

定理 1( 必要 条 件 )” 设 函数 z=/(x,y) 在 点 (wo,yo) 具 有 偏 导数 , 且 在 点 
(x。 ,Yo) 处 有 极 值 , 则 有 








f.(w aya) =0, f,(xo,Yo) =0. 
证 ЖЮ = (х,у) Е (х,у) ФАМ КИН. 依照 极 大 值 的 定义 ,在 点 
(xo ,0) 的 某 令 域内 异 于 (xo ,yo) 的 点 (x,y) 都 适合 不 等 式 
f(x y) Ску) - 
特殊 地 ,在 该 邻 域内 取 y = yo Mi w2 x, 的 点 ,也 应 适合 不 等 式 
Sx y ) <f( voy) 
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这 表明 一 元 函数 所 xz,yo) 在 x=xo 处 取得 极 大 值 ,因而 必 有 
人 (xo,yo) = 0. 
类 似 可 证 
f, (mayo) =0. 
МОЛ. Б, FH EH И г = Оу) ТЕ кд (х,у, ,zo) 处 有 切 平面 , 则 切 平面 
АССЫ ЧУА od (y yo) 
成 为 平行 于 хОу 坐标 面 的 平面 z-zo = 0. 
类 似 地 推 得 ,如 果 三 元 函数 = 九 x,y,z) 在 点 (xo,yo,z) 具 有 偏 导数 ,那么 它 
在 点 (xzo,yo,z) 具 有 极 值 的 必要 条 件 为 
f(xo,Yo0,20) =Ü, f. (xo,yo za) =0, f(xo,yo,20) =0. 
仿照 一 元 函数 ,凡是 能 使 /(x,y) =0,/, (х,у) =0 同时 成 立 的 点 (xo,yo ) ЁК 
为 函数 z=f(x,y) 的 驻 点 . 从 定理 1 可 知 , 具 有 偏 导数 的 函数 的 极 值 点 必定 是 驻 


点 .但 函数 的 驻 点 不 一 定 是 极 值 点 ,例如 ,点 (0,0) 是 函数 z=xy 的 驻 点 ,但 函数 
在 该 点 并 无 极 值 . 


怎样 判定 一 个 驻 点 是 否 是 极 值 点 呢 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 

定理 2( 充分 条 件 ) ” 设 函 数 z=f/(x,y) 在 点 (x。,Yo) 的 某 邻 域内 连续 且 有 一 
阶 及 二 阶 连续 偏 导数 ,又 f(x6,yo) =0,/, (х,у) =0, 令 

jxoyo) =A, f(xo,70) =B, f(xo,Yo) = C, 

则 f(x,y) 在 (x。 ,yo) 处 是 否 取 得 极 值 的 条 件 如 下 : 

(1) AC -B° >0 时 具有 极 值 , 且 当 4 <0 时 有 极 大 值 , 当 4>0 时 有 极 小 值 ; 

(2) AC -PB° <0 时 没有 极 值 ; 

(3) AC - B° = 0 时 可 能 有 极 值 ,也 可 能 没有 极 值 ,还 需 另 作 讨论 . 

这 个 定理 现在 不 证 了 0. 利用 定理 1、 定 理 2, 我 们 把 具有 二 阶 连续 偏 导 数 的 函 
数 z= 几 xz,y) 的 极 值 的 求法 叙述 如 下 : 

第 一 步 ” 解 方程 组 

f(x,y) =0, 5 (х,у) =0, 

求 得 一 切实 数 解 , 即 可 求 得 一 切 驻 点 . 

第 二 步 ” 对 于 每 一 个 驻 点 (% ,Yo) , 求 出 二 阶 偏 导数 的 值 4.8 和 5C. 

第 三 步 ” 定 出 AC -B 的 符号 , 按 定理 2 的 结论 判定 f(x ,Yo) 是 不 是 极 值 、 
是 极 大 值 还 是 极 小 值 . 

例 4 ЖЕ (х,у) =x -у +3x +3y -9x 的 极 值 . 

解 ” 先 解 方 程 组 





证 明 见 第 儿 节 第 二 日 . 
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ау) =3x +6x -9 =0, 
(x,y) = -3y +6y =0, 
ЖАБЕ 3701,0) .(1,2).(-3,0).( 3,2). 
再 求 出 二 阶 偏 导数 
人 (zy7) =6x+6, f. (x,y) =0, f, (x,y) = -6y+6. 
在 点 (1,0) 处 ,因为 4C-B =12.6>0, 又 4>0, 所 以 函数 在 (1,0) 处 有 极 
小 值 f(1,0) = -5; 
在 点 (1,2) 处 ,因为 4C-B =12 · ( -6) <0, 所 以 了 (1,2) 不 是 极 值 ; 
在 点 ( -3,0) 处 ,因为 4C-B = -12.6<0, 所 以 F-3,0) 不 是 极 值 ; 
在 点 ( -3,2) 处 ,因为 4C-B = -12.(-6)>0, 又 4<0, 所 以 函数 在 
( -3,2) 处 有 极 大 值 f( -3,2) =31. 
讨论 函数 的 极 值 问 题 时 ,如 果 了 艺 数 在 所 讨论 的 区 域内 具有 偏 导数 ,于 么 
由 定理 1 可 知 , 极 值 只 可 能 在 驻 点 处 取得 . 然而 ,如 果子 数 在 个 别 点 处 的 偏 
导数 不 存在 ,这 些 点 当然 不 是 驻 点 ,但 也 可 能 是 极 值 点 . 例如 在 例 2 中 ,函数 


z= -yx +y 在 点 (0,0) 处 的 偏 导 数 不 存 在 ,但 该 函数 在 点 (0,0) 处 却 具有 极 大 
值 . 因此 ,在 考虑 函数 的 极 值 问题 时 ,除了 考虑 函数 的 驻 点 外 ,如 果 有 偏 导数 不 存 
在 的 点 ,那么 对 这 些 点 也 应 当 考 虑 . 

与 一 元 函数 相 类 似 , 我 们 可 以 利用 函数 的 极 值 来 求 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
在 第 一 节 中 已 经 指出 ,如 果 f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ,那么 f(x,y) 在 D 上 
必定 能 取得 最 大 值 和 最 小 值 . 这 种 使 函数 取得 最 大 值 或 最 小 值 的 点 既 可 能 在 D 
的 内 部 ,也 可 能 在 D 的 边界 上 . 我 们 假定 ,函数 在 D 上 连续 .在 D 内 可 微分 且 只 
有 有 限 个 驻 点 ,这 时 如 果 函 数 在 D 的 内 部 取得 最 大 值 (最 小 值 ) ,那么 这 个 最 大 
值 (最 小 值 ) 也 是 函数 的 极 大 值 ( 极 小 值 ). 因此 ,在 上 述 假定 下 , 求 函 数 的 最 大 值 
和 最 小 值 的 一 般 方法 是 :将 函数 /(x,y) 在 D 内 的 所 有 驻 点 处 的 函数 值 及 在 D 的 
边界 上 的 最 大 值 和 最 小 值 相互 比较 ,其 中 最 大 的 就 是 最 大 值 ,最 小 的 就 是 最 小 
值 . 但 这 种 做 法 ,由 于 要 求 出 f(x,y) 在 D 的 边界 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ,所 以 往往 
相当 复杂 . 在 通常 过 到 的 实际 问题 中 ,如 果 根 据 问 题 的 性 质 ,知道 函数 /(x,y) 的 
最 大 值 (最 小 值 ) 一 定 在 D 的 内 部 取得 ,而 函数 在 D 内 只 有 一 个 驻 点 ,那么 可 以 
肯定 该 驻 点 处 的 函数 值 就 是 函数 /(x,y) 在 D 上 的 最 大 值 (最 小 值 ). 

5 某 厂 要 用 铁 板 做 成 一 个 体积 为 2 m' 的 有 盖 长 方 体 水 箱 . 问 当 长 , 宽 和 
高 各 取 怎 样 的 尺寸 时 ,才能 使 用 料 最 省 . 


解 ” 设 水 箱 的 长 为 x m, 宽 为 y m, 则 其 高 应 为 二 m. 此 水 箱 所 用 材料 的 面积 
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2 2 
为 4=2| xy +y — +x: = „Вр 
ху 


A=afayt +) (x>0,y>0). 
x y 


П МЕА А = А (х,у) х ЖП y Їй JER Ж о НРА, F mk jx РА 
数 取 得 最 小 值 的 点 (x,y). 


A 


5 
2 2 
А =2[у-т)=0, А =2|*- 子 | =0 
x y 
解 这 方程 组 ,得 
х=42, у=42. 


根据 题 意 可 以 知道 ,水 箱 所 用 材料 面积 的 最 小 值 一 定 存在 ,并 在 开 区 域 D = 
(х,у) Ix >0,y >0| 内 取得 . 又 函数 在 Р 内 只 有 唯一 的 驻 点 (V2, /2) ,因此 可 断 
定 当 * =y2,y = 时 ,4 取得 最 小 值 . 就 是 说 , 当 水 箱 的 长 为 V2 m 、 宽 为 /2 m、 高 为 
=. = m 时 ,水 箱 所 用 的 材料 最 省 . 
从 这 个 例子 还 可 看 出 ,在 体积 一 定 的 长 方 体 中 ,以 立方 体 的 表面 积 为 最 小 . 
例 6 有 一 宽 为 24 em 的 长 方形 铁 板 ,把 它 两 边 折 起 来 做 成 一 断面 为 等 腰 梯 
形 的 水 槽 . 问 怎样 折 法 才能 使 断面 的 面积 最 大 ? 





@ 9—11 


解 ” 设 折 起 来 的 边 长 为 x ст, а (图 9-11), 则 梯形 断面 的 下 底 长 
为 (24 -2x)jcm, 上 底 长 为 (24 -2x +2xcos w)cm, 高 为 (xsin a)cm, 所 以 断面 
面积 
4 = (24 -2x +2xcos а +24 —2x) ° xsin а, 
Вр 


А = 24хѕіп а – 2х sin а + х’ ѕіп o cos а [° <x < 12 ,0 <a< . 
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可 见 断 面 面 积 4=A4A(x,a) ,这 就 是 目标 函数 ,下 面 求 使 这 函数 取得 最 大 值 的 点 
(x,a). & 

A, =24sin а —4xsin а +2xsin асоѕ а =0, 

k =24xcos а -2x cos a +x (cos a — sin'a) =0. 
由 于 sin a 关 0 xw 关 0 ,上 述 方程 组 可 化 为 

D -2x +x cosa =Ü, 


2 Ne 
24cos а – 2х cos а +x( cos а — sina) = 0. 


«=з =60°,х =8. 


FR Ja а. п] ЖП ТАТА НУ ДЕ КАН — E ff (e АЕ D = (х,о) 10 <х < 12, 
0 <a< 了 了 | 内 取得 . 通过 计算 得 知 a = 过时 的 函数 值 比 а = 60° ,x = 8 时 的 函数 值 


Л. 又 函数 在 D 内 只 有 一 个 驻 点 ,因此 可 以 断定 , 当 x=8,a=60° 时 ,就 能 使 断面 
的 面积 最 大 . 


Z., RRE 拉 格 朗 日 乘 数 法 


上 面 所 讨论 的 极 值 问题 ,对 于 函数 的 自 变量 ,除了 限制 在 函数 的 定义 域内 以 
外 ,并 无 其 他 条 件 ,所 以 有 时 候 称 为 无 条 件 极 值 . 但 在 实际 问题 中 ,有 时 会 过 到 对 
函数 的 自 变 量 还 有 附加 条 件 的 极 值 问 题 . 例如 , 求 表面 积 为 o 而 体积 为 最 大 的 
长 方 体 的 体积 问题 . 设 长 方 体 的 三 楼 的 长 为 xy 与 z, 则 体积 了 =xyz. 又 内 假定 表 
HRH a, PHE AZE xy 与 还 必须 满足 附加 条 件 2(xy + yz + xz) =ai. 像 这 种 
对 自 变 量 有 附加 条 件 的 极 值 称 为 条 件 极 值 . 对 于 有 些 实际 问题 ,可 以 把 条 件 极 值 
化 为 无 条 件 极 值 ,然后 利用 第 一 目 中 的 方法 加 以 解决 . 例如 上 述 问 题 ,可 由 条 件 
2(xy+yz+xz) = a° 2 KR 





а —2ху 


2(x +y) 
再 把 它 代 入 V=xyz 中 ,于 是 问题 就 化 为 求 


y = xy а? — 2xy 
72 + 


的 无 条 件 极 值 . 例 5 也 是 属于 把 条 件 极 值 化 为 无 条 件 极 值 的 例子 . 

但 在 很 多 情形 下 ,将 条 件 极 值 化 为 无 条 件 极 值 并 不 这 样 简单 . 男 有 一 种 直接 
寻求 条 件 极 值 的 方法 ,可 以 不 必 先 把 问题 化 到 无 条 件 极 值 的 问题 ,这 就 是 下 面 要 
介绍 的 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 


. 116 · 


FAP ”多 元 函数 的 极 值 及 其 求法 





现在 先 来 寻求 函数 
z=/f(x,y) (8-1) 
在 条 件 
p(x,y) =0 (8 =2) 
下 取得 极 值 的 必要 条 件 . 
UR RRES -1) 在 (xuo,yo) 取 得 所 求 的 极 值 ,那么 首先 有 
op(xo,y0) =0. (8 =3) 
我 们 假定 在 (x。 ,yo ) 的 某 一 邻 域内 f(x,y) 与 g(x,y) 均 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,而 
o,(xoyyo) 天 0. 由 隐 图 数 存在 定理 可 知 ,方程 (8 -2) 确 定 一 个 连续 且 具 有 连续 导 
数 的 函数 y=y(x) ,将 其 代入 (8 -1) 式 ,结果 得 到 一 个 变量 * 的 函数 
z=/flx,b(x)]. (8-4) 
于 是 函数 (8 = 1) (хо уо) ЖАЙ oK BJ 8 ЧОЕ АН Ч ЕЕ (8-4) Е х= х, 
取得 极 值 . H — ú n] S pK R H 45 1 [Н НО 00 E Ж [ЕПН 


dz 











| Ласы) +f.) | _ =0, (8-5) 
而 由 (8 -2) 用 隐 函 数 求 导 公式 ,有 
dy _ Ф. (xo, yo) 
dX | к= Фуа). 
把 上 式 代入 (8 -5) 式 ,得 
Жш ДЕ ЭЁ р, (8—6) 


P, (%o , yo ) 
(8-3) (8-6) MIME p 3 (8 -1) 在 条 件 (8 -2) 下 在 (x*o,yo) 取 得 极 值 的 必 
要 条 件 . 
万 (xzoyyo) i аы 
Ете -A, 上 述 必要 条 件 就 变 为 
А. (хоу) +АФф, (х,у) =0, 
SC Xo Yo) +АФ, (х,у) =0, (8-7) 
Ф( х,у) =0. 
{т | ЖЕҢ Б) РЁ 6 
L(z,y) =f(x,y) +Аф(х,у), 
则 不 难看 出 ,(8 -7) 中 前 两 式 就 是 
І. (аузу) =0, L, (xo ,yo) =O. 
РА (х,у) УАН, 2А 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 . 
ШИ. ЕРИ ,我 们 得 到 以 下 结论 . 
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拉 格 朗 日 乘 数 法 ”要 找 函 数 z=f/(x,y) 在 附加 条 件 p(x,y) =0 下 的 可 能 极 
值 点 ,可 以 先 作 拉 格 朗 日 函数 
L(x,y) =f(x,y) +À@(x,y), 
其 中 和 为 参数 . 求 其 对 x 与 y 的 一 阶 偏 导 数 , 并 使 之 为 零 ,然后 与 方程 (8 -2) 联 
立 起 来 : 
f(x,y) +À@,(x,y) =0, 


f(xy) + À@,(x,y) =0, (8-8) 
g(x,y) =0. 
由 这 方程 组 解 出 x*、y 及 A, 这 样 得 到 的 (x,y) 就 是 函数 f(x,y) 在 附加 条 件 
g(x,y) =0 下 的 可 能 极 值 点 . 


这 方法 还 可 以 推广 到 自 变 量 多 于 两 个 而 条 件 多 于 一 个 的 情形 . 例如 ,要求 函 数 
w=/(wyy, zt) 
在 附加 条 件 
p(X,y,2,t) =0, W(x,y,z,t) =0 (8 =9) 
下 的 极 值 ,可 以 先 作 拉 格 朗 日 函数 
L(x;y,z,t) =f(x,y,z,t1) + A@(x,y,z,t) +шр(х,у,21), 
其 中 A ‚и 均 为 参数 , 求 其 一 阶 偏 导数 ,并 使 之 为 零 , 然 后 与 (8 -9) 中 的 两 个 方程 
联 立 起 来 求解 ,这 样 得 出 的 (x,y,z,t) 就 是 函数 A 作 x,y,z,t) 在 附加 条 件 (8 -9) 下 
的 可 能 极 值 点 . 
至 于 如 何 确定 所 求 得 的 点 是 否 极 值 点 ,在 实际 问题 中 往往 可 根据 问题 本 身 
的 性 质 来 判定 . 
17 求 表 面积 为 a 而 体积 为 最 大 的 长 方 体 的 体积 . 
解 ” 设 长 方 体 的 三 棱 长 为 x、y 与 z, 则 问题 就 是 在 条 件 
@(x,y,z) =2xy +2yz + 2xz -a = 0 (8-10) 
下 , 求 函数 
V=xyz (x>0,y>0,z>0) 
的 最 大 值 . 作 拉 格 朗 日 函数 
L(x,y,z) = xyz + À ( 2xy + 2yz +2х:-а'), 
求 其 对 xy 与 z 的 偏 导数 ,并 使 之 为 零 ,得 到 
yz+2A(y+z) =O, 
xz+2À(x +z) =O, (8-11) 
ху +2A(y+x) =0. 
再 与 (8 -10) 联 立 求解 . 
因为 xy 与 z 都 不 等 于 零 , 所 以 由 (8 -11) 可 得 
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x _x +z у _х+у 
y y+z z x+z 
由 以 上 两 式 解 得 
X: = y'=uz 
将 此 代入 (8 -10) 式 , 便 得 
ку: а, 


这 是 唯一 可 能 的 极 值 点 . 因为 由 问题 本 身 可 知 最 大 值 一 定 存 在 ,所 以 最 大 值 就 在 
这 个 可 能 的 极 值 点 处 取得 . 也 就 是 说 ,表面 积 为 a 的 长 方 体 中 ， Puk e 96, 的 


正方 体 的 体积 为 最 大 ,最 大 体积 v =Ó. 
例 8 RAŽ u = xyz 在 附加 条 件 


£ l + | gd (x>0,y>0,z>0,a>0) (8 —12) 
а 








下 的 极 值 . 
解 ” 作 拉 格 朗 日 函数 
1 1 1 1 
L(x,y,z) = xyz + À = + xÇ + ер 
A 
L ap- si, 
x 
РЕЖЕТ (8—13) 
y 
L syi 


注意 到 以 上 三 个 方程 左 端的 第 一 项 都 是 三 个 变量 xy 与 z 中 某 两 个 变量 的 乘 
ЛА ,将 各 方程 两 端 同 乘 相应 缺少 的 那个 变量 ,使 各 方程 左 端的 第 一 项 都 成 为 уг, 
然后 将 所 得 的 三 个 方程 左 . 右 两 端 相 加 ,得 


把 (8 -12) 代 人 上 式 , 得 
x к! 
y "За 


再 把 这 个 结果 分 别 代 入 (8 -13) 中 各 式 , 便 得 x =y=z=3a. 由 此 得 到 点 (34a,34a,， 
За) Ж и = xyz 在 条 件 (8 -12) 下 唯一 可 能 的 极 值 点 . 把 条 件 (8 -12) 确 定 的 
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隐 国 数 记 作 z=z(x,y) НР И и = хуг(х,у) = F(x,y) ,上 表 应 用 二 元 也 
数 极 值 的 充分 条 件 判 断 ,可 知 点 (3a,3a,3a) 是 函数 w=wyz 在 条 件 (8 -12) 下 的 
极 小 值 点 . Ч, Н и = хуг 在 条 件 (8 -12) 下 在 点 (3u,3a,3a) 处 取得 极 小 
值 27a.. 
下 面 的 问题 涉及 经 济 学 中 的 一 个 最 优 价格 的 模型 ， 
在 生产 和 销售 商品 过 程 中 ,商品 销售 量 、 生 产 成 本 与 销售 价格 是 相互 影响 
的 . 厂家 要 选择 合理 的 销售 价格 ,才能 获得 最 大 利润 . 这 个 价格 称 为 最 优 价格 . 下 
面 的 例题 就 是 讨论 怎样 确定 电视 机 的 最 优 价 格 . 
例 9 设 某 电 视 机 厂 生 产 一 台电 视 机 的 成 本 为 C, 每 台电 视 机 的 销售 价格 为 
р. НЕЕ х. 假设 该 广 的 生产 处 于 平衡 状态 , 即 电视 机 的 生产 量 等 于 销售 量 . 
根据 市 场 预测 ,销售 量 x 与 销售 价格 p 之 间 有 下 面 的 关系 : 
х= Ме" (М>0,а>0), (8-14) 
其 中 M 为 市 场 最 大 需求 量 ,a 是 价格 系数 . 同时 ,生产 部 门 根据 对 生产 环节 的 分 
析 ,对 每 台电 视 机 的 生产 成 本 C 有 如 下 测算 : 
С=С, =klin x (Е>0,х>1), (8-15) 
其 中 C, 是 只 生产 一 台电 视 机 时 的 成 本 ,k 是 规模 系数 . 
根据 上 述 条 件 , 应 如 何 确定 电视 机 的 售 价 bp, 才能 使 该 厂 获 得 最 大 利润 ? 
解 ” 设 厂家 获得 的 利润 为 u, 每 台电 视 机 售 价 为 p, 每 台 生 产 成 本 为 C, 销 售 
EN x, 0] 
u=(p-C)x. 
F E k AR FN РА k u = (р С) х 在 附加 条 件 (8 -14) (8-15) РАЈНА 
问题 . 
作 拉 格 朗 日 函数 
L(x,p,C) =(p-C)x+A(x—-Me ™) +u(C-C, +kln x). 


> 


L. =(р-С)+А +k =0, 


L, =х + ЛаМе ”=0， 
Le = =% +р = 0. 
将 (8 -14) 代 入 (8 – 15), 45 
С=С, -k(n M-ap). (8-16) 


H (8-14)K L, =0 知 Aa = -1, Вр 


À = -一 . (8—17) 


а 
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H L. =0 lz = ш, Ё] 
Ak (8 -18) 
ш 
308-16) .(8 – 17) (8 – 18) (А L, =0,44 
р- Со +Е(1 M -ар) НЕ Дет РСЯ 
а 
由 此 得 
C, = kln mlg 
a 





йс l -ak 
因为 由 问题 本 身 可 知 最 优 价格 必定 存在 ,所 以 这 个 六 就 是 电视 机 的 最 优 价格 . 
只 要 确定 了 规模 系数 大 .价格 系数 ,电视 机 的 最 优 价格 问题 就 解决 了 . 


习 яй 9-8 


1. E HIP 3 /(x,y)fE (ОО) УЫ Е, Н. 


li J x | y) —жу _ 
im “=— ел == 


(х,›)—(0,0) (х? +у?)? з 

则 下 述 四 个 选项 中 正确 的 是 ( Je 

(A) 点 (0,0) 不 是 /(x,y) 的 极 值 点 

(В) 点 (0,0) 是 f(x,y) 的 极 大 值 点 

(С) 点 (0,0) 是 /(x,y) 的 极 小 值 点 

(D) 恨 据 所 给 条 件 无 法 判断 (0,0) 是 否 为 /(x,y) 的 极 值 点 

2. 求 函数 /(x,y) =4(х-у) -2 -y 的 极 值 . 

3. 求 函 数 /(x,y) = (бх - x?) (4у -y ) 的 极 值 . 

4. 求 函 数 /(x,y) =e”(x +) +2y) 的 极 值 . 

5. Ж z= ху 在 适合 附加 条 件 x+y=1 下 的 极 大 值 . 

6. 从 斜 边 之 长 为 ! 的 一 切 直角 三 角形 中 , 求 有 最 大 周 长 的 直角 三 角形 . 

7. 要 复 一 个 体积 等 于 定数 撕 的 长 方 体 无 盖 水 池 ,应 如 何 选择 水 池 的 尺寸 , 方 可 使 它 的 表 
面积 最 小 . 

8 在 平面 x0y 上 求 一 点 ,使 它 到 xx =0,7=0 及 x+2y-16=0 三 直线 的 距离 平方 之 和 为 
最 小 . 

9. 将 周 长 为 27 的 乍 形 绕 它 的 一 边 旋 转 而 构成 一 个 圆柱 体 . 问 和 矩形 的 边 长 各 为 多 少时 ， 
才 可 使 圆柱 体 的 体积 为 最 大 ? 

10. 求 内 接 于 半径 为 a 的 球 且 有 最 大 体积 的 长 方 体 . 

11. 抛物 面 z=x +у 被 平 而 x+y+z=1 截 成 一 椭圆 , 求 这 椭圆 上 的 点 到 原点 的 距离 的 
最 大 值 与 最 小 值 . 
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12. 设 有 一 圆 板 占有 平面 闭 区 域 |(x,y) lx +y < 11. 该 圆 板 被 加 热 ,以 致 在 点 (x,y) 的 
温度 是 7 了 =x* +2y* -x. 求 该 圆 板 的 最 热点 和 最 冷 点 . 


13. 形状 为 椭 球 4z +y +4z <16 的 空间 探测 器 进入 地 球 大 气 层 , 其 表面 开始 受热 ,1 小 
时 后 在 探测 器 的 点 (x,y,z) 处 的 温度 Т = 8х + Дуг – 162 +600, 求 探测 器 表面 最 热 的 点 . 
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一 、 二 元 函数 的 泰勒 公式 


在 上 册 第 三 章 ,我 们 已 经 知道 :车 函 数 /(x) 在 x 的 某 邻 域内 具有 直到 (mn +1) 
阶 导 数 , 则 对 该 邻 域内 的 任 一 x, 有 下 面 的 n 阶 泰勒 公式 
f(x) =f(x,) +f" (xo) (x =x) + 





f" (x0) 2 E, ха 

= (x — xo) с чч (&®=%%) + 

int nj eal 
(n+1)! 


成 立 . AIA — JE PK ЖКП ZE AR, RATA H] n K Z Ji zÇ Ж r MAR ВА f(x)， 
Нд H scr 时 比 (x -xzo) ”高 阶 的 无 穷 小 . 对 于 多 元 函数 来 说 ,无 论 是 为 
了 理论 的 或 实际 计算 的 目的 ,也 都 有 必要 考虑 用 多 个 变量 的 多 项 式 来 近似 表 
达 一 个 给 定 的 多 元 图 数 , 并 能 具体 地 估算 出 误差 的 大 小 来 . 今 以 二 元 函数 为 
例 , 设 z=f(x,y) 在 点 (zo,Yo) 的 某 一 邻 域内 连续 且 有 (n+1) 阶 连续 偏 导 数 ， 
(xo +h,y, + 太 ) 为 此 令 域 内 任 一 点 ,我 们 的 问题 就 是 要 把 函数 f(x， + 有 ,yo + k) in 
ЦАВ 30 у h =x -xk =y- y 的 n 次 多 项 式 , 而 由 此 所 产生 的 误差 是 当 p = 
VA +k — 0 时 比 p" 高 阶 的 无 穷 小 . 为 了 解决 这 个 问题 ,就 要 把 一 元 函数 的 泰勒 
中 值 定理 推广 到 多 元 孔 数 的 情形 . 

定理 设 z=f/(x,y) 在 点 (xo ,Yo) 的 某 一 邻 域内 连续 且 有 (n+1) 阶 连续 偏 导 
数 ,(xo +/,yo + 大 ) 为 此 邻 域 内 任 一 点 , 则 有 

f(x, +h,y, +k) 


=/( х,у) "(ватна № yo) + 
al 22) ај + s (кж. f(xos o) + 


n+l 
TET Aira х,у, +0) (O <0<1y, 





дх ду 
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其 中 记号 
г" ЦЕХ у) 表示 hf (ms yo) + kf, (x, Yo) , 


д И 
(па +02) х, ya) Ж АУ, (х,у) +2hkf, (хоу) +0, (хоу), 








дх 
一 般 地 ,记号 
g „дү“, — < np Š f 
(л mE >J F oyo) RR 2, Cah”k Po (xz0,70) 


证 为 了 利用 一 元 函数 的 泰勒 公式 来 进行 证 明 ,我 们 引入 函数 
Ф(1) =f(x, +hi,yo +h) (0O<i<1). 
T DO) =/(х,у„),Ф(1) =f(xo+h,yo +k). H $B(1) 的 定义 及 多 元 复合 
图 数 的 求 导 法 则 ,可 得 
Ф'(1) =hf (x, +ht, y, + kt) + hf, (xo +, уо + kt) 
(эу усе +h, Yo +), 


Ф"(1) =h" f (xo + ht,y, + kt) +2hkf (xo + М ‚у, + kt) +f. (xo + ht,yo + kt) 
- [ha tha] \® th +k), 


п+1 


n+l 
(n+1) pj n+l- д f 
Ф (0) = У CO 
ET) дх ду (ху+ hr,yo + kt) 


дх 


KHH — JE PA K K Ж vu 37 KZ: zÇ , 49 


Ф(1) = Ф(0) +@'(0) + @(0) sss + (0) + 


n+l 
= [haz rež] Ru shay М}, 


ф“°?(Ө), 





1 
(п+1)! 
(0<0<1). 
Ki Ф(0) =/(х,,у),Ф(1) = (х, +h,y +k) K EERIE DU) 直到 nn 阶 导 数 
在 1=0 的 值 ,以 及 P"O (4) 在 1=9 的 值 代入 上 式 , 即 得 
f(x, +h,y, + k) 


0 ay 
= f(x yo) ана Sn) En rrai f(xo ,Yo) фо Ë 
AE ++] Ж.) tR, (9-1) 
其 中 
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1 д ау! 
Te e Т. flxo +Oh,y, +0k) (0<0<1). (9-2) 
定理 证 毕 . 


公式 (9 -1) 称 为 二 元 函数 放 x,y) 在 点 (%,yo) 的 n 阶 泰勒 公式 ,而 К, 的 表 
达 式 (9 -2) 称 为 拉 格 明日 余 项 . 

由 二 元 函数 的 泰勒 公式 可 知 ,以 (9 -1) 式 右 端 hh 及 上 的 n 次 多 项 式 近 似 表 
КАЖ f(x +h,yo + 及) 时 ,其 误差 为 1R,1. 由 假设 ,函数 的 各 (n+1) 阶 偏 导数 都 
连续 , 故 它们 的 绝对 值 在 点 (xo ,yo) 的 某 一 邻 域 内 都 不 超过 某 一 正常 数 M. 于 是 ， 
有 下 面 的 误差 估计 式 : 





M |b] MR 
IR 1—1 Ф 11) = PtT гш. д ше, 
ш Сат ин (в tide 和 Ша. 
n+l n+ T) _ 
“тт? В, (9-3) 
其 中 p= Vh +k. 


由 (9 -3) 式 可 知 , 误 差 1R,1 是 当 p 一 0 IF IE p" 高 阶 的 无 穷 小 . 
当 n=0 时 ,公式 (9 -1) 成 为 
f(xo +h,yo +k) 


=/(\% у) + hf (xo +Oh,yo + ӨК) + kf. (x +Oh,yo + ӨЕ). (94) 
公式 (9 -4) 称 为 二 元 图 数 的 拉 格 明日 中 值 公式 .由 (9 -4) 式 即 可 推 得 下 述 
结论 : 


推论 ”如果 函数 败 x,y) 的 偏 导 数 Atxz,y) ,f/,(*,y) 在 某 一 区 域内 都 恒 等 于 
零 ,那么 函数 岂 x,y) 在 该 区 域内 为 一 常数 . 

例 1 Ж (х,у) =In(1+x+y) 在 点 (0,0) 的 三 阶 泰勒 公式 . 

解 ” 因 为 


нес ЕХЕ 
] +х +y’ 


f.(w.,y) =f, (x,y) = 
1 


(1 +x+y)°' 


fa. (x,y) =f, (x,y) =f, (x,y) = = 





j I 
Tie = 3 (р=0,1,2,3), 
дх' ду (1+х+у) 
4 
3! 
АЕ л е 一 一 人 
дх ду (1+х+у) 





lhl Ikl 


T ‚ : т 
© Җ5——=соза, = зіп a, 则 cos а + sin а = /29іп(а +— ) < 72. 
p 
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所 以 


a =M (0.0) +b (0.0) = +b, 


(па +02) 00,0) 
=h'f..(0,0) +2hkf (0,0) +f. (0,0) = - (h +k)°, 
С +в) 50,0) 


=h'f..(0,0) +3А?А,, (0,0) +3hk’f (0,0) + у, (0,0) =2(h +k)’. 


yyy 


又 f(0,0) =0, 并 将 =x,k=y 代 入 ,由 三 ИЖ? \ 式 便 得 
I(l tty) sety- laty)? + (ау) +К,, 


其 中 





l д д \* 
а h k h ,Ok 
f, zl Fr >| Аал 让 
1 (х+у)* 
А А 0<0<1). 
4 (1+0х+0у)* | 





二 、 极 值 充分 条 件 的 证 明 


下 而 来 还 明 第 信 节 中 的 定理 2 
БВА =f y) EA Р, о е (P ) 内 连续 且 有 一 阶 及 二 阶 
连续 偏 导 数 ,又 f.(%o,yo) =0,7, (х,у) = 
依 二 元 函数 的 泰勒 公式 ， np Yo +k) e U, (Po) 9 
Af =f xo +h, уо +k) —f(x,,yo). 


=H Ау, (xo +0h, yo + 0k) +2hkf (x, + Өһ,у + 0k) + 


Kf (x, +Oh,y, + Өк) | (0<0<1). (9-5) 
(1) i# AC - p° >0, 即 
Ia EDM Сао з yo) ) = [/, (xyo) ] >0. (9-6) 


У,у) й) Z СЕ Ui(P,) 内 连续 ,由 不 等 式 (9 -6) 可 知 ,存在 点 P. 
的 邻 域 U,(P,)CU(P,) ,使 得 对 任 一 (x6。 +h, у +k) e U,(P,) 有 
fal Xo + Өһ ‚у, + 0k)f_ (x, + Өһ,у + 0k) — [fa (xó + Өһ,у + ӨК) ] >0. 
09-7) 
J PE їп] fB L, 4E / (х,у) (х,у) (х,у) E (x, + 0h,y, + ӨК) Ë 0 (tu IN 
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KIEK f. f... 由 (9 -7) 式 可 知 , 当 (x。 +h,yo +k) є U, (Р), fa E f, EAR 
等 于 零 且 两 者 同 号 . 于 是 (9 -5) 式 可 写成 


Ауе (Me D? +P (ff, F). 


当 有 不 同时 为 零 且 (xo +h,y +k) e U,(P) 时 ,上 式 右 端 方 括 号 内 的 值 为 正 ， 
所 以 Af 异 于 零 且 与 f., 同 号 . 又 由 f(x,y) 的 二 阶 偏 导 数 的 连续 性 知 f, 与 4 同 号 ， 
因此 Af 与 4 同 号 .所 以 , 当 4>0 时 f(xo,yo) 为 极 小 值 , 当 4 <0 Вх уо) 为 极 
大 值 . 

(2) 设 4C-B* <0, 即 

Jf. (maya M, (maya) = Lf asra) F <0. (9-8) 

ЖШ Sala) =f, (r07) =0, 于 是 由 (9 -8) 式 可 知 这 时 大 (x, ya) 0. 

现在 分 别 令 k=h 及 上 = -hh, 则 由 (9 -5) 式 分 别 得 


2 
Af =f (x + Oh,yo +0,h) +2f hto 30 h yo +0 h) F 


IAEN +0,h,Yo +0,h) | 


he 
NAE + Ө,һ ‚у, -0,h) 一 2 + 0,h „у – 0,h) + 


f, (w, +0,h,y, -0,h)], 
其 中 0<6,6, <1. 4 h—0 时 ,以 上 两 式 中 方 括号 内 的 式 子 分 别 趋 于 极限 
2F (xg) 及 -Yf (х,у), 
从 而 当 记 充分 接近 零 时 ,两 式 中 方 括号 内 的 值 有 相反 的 符号 ,因此 Af 可 取 不 同 
符号 的 值 ,所 以 f(x ,y) 不 是 极 值 . 
ИЕ fa (xa ,yo) 和 了/,(xo,y。) 不 同时 为 零 的 情形 . BRE У, Cro yo) 20. Ж 
取 k=0, 于 是 由 (9 -5) 式 得 


КИШ ag 
Af = > h f. (xo + Oh ,yo ). 


由 此 看 出 , 当 记 充分 接近 零 时 ,A/ 与 人 (xu,yo) 同 号 . 
但 如 果 取 
h= = (vayodss  Ё=/,(%5%)#› (9-9) 
其 中 * я РАМН Н ЖЛ, Ш п] ЖОНИ, УСУЛЧУ, AS j fa (xo yo) FE 
号 . 事实 上 ,在 (9 -5) 式 中 将 h 及 用 (9 -9) 式 给 定 的 值 代入 ,得 


l ; 5 
Af=3s |[f,(ae,ya)] f. (хо + Өһ ‚у, + ӨБ) - 


2], ( Xo s Yo Ifin ( Xo Yo УУ, (xo + Oh sYa 十 Өк) + 
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lfa (9.70) ] f(xo +Oh,yo + ӨЁ) |. (9-10) 
上 式 右 端 花 括号 内 的 式 子 当 s 一 0 时 趋 于 极限 
У. (хоу) fal E0 fy (wo ya) — [fs Саз) 1°}. 
由 不 等 式 (9 -8) ,上 式 花 括 号 内 的 值 为 负 , 因 此 当 * 充分 接近 零 时 ,(9 - 10) 式 
右 端 (从 而 Af) У f. (х,у) u >. 
以 上 已 经 证 得 :在 点 (x。,yo) 的 任意 邻近 , Af 可 取 不 同 符号 的 值 , 因此 
f(x; ,Yo) 不 是 极 值 . 
(3) 考察 函数 
f(x,y) = 过 十 入 ЖМ p(%x,y) =x +y. 
容易 验证 ,这 两 个 函数 都 以 (0,0 ) 为 驻 点 , 且 在 点 (0,0) 处 都 满足 4C - B° =0. 18 
f(x,y) 在 点 (0,0) 处 有 极 小 值 ,而 g(x,y) 在 点 (0,0) 处 却 没 有 极 值 . 


习题 9-9 


1. 求 函数 /(x,y) =2x -xy- 关 -6x-3y+5 在 点 (1,-2) 的 泰勒 公式 . 
2. j ER /(х,у) =eln(l1+7) 在 点 (0,0) 的 三 阶 泰勒 公式 . 


3. ЖЕЙ (хо) = sin xsin y 在 点 | 4 ) 的 二 阶 泰 勒 公式 ， 


4. 利用 函数 /(x,y) =x? 的 三 阶 泰勒 公式 ,计算 1.1 ”的 近似 值 . 
5. RARS x,y) =A 在 点 (0,0) 的 n 阶 泰勒 公式 . 


“第 十 节 ”最 小 二 乘法 


许多 工程 问题 ,常常 需要 根据 两 个 变量 的 几 组 实验 数值 一 一 实验 数据 ,来 
找 出 这 两 个 变量 间 的 函数 关系 的 近似 表达 式 . 通常 把 这 样 得 到 的 函数 的 近似 
表达 式 叫 做 经 验 公 式 . 经 验 公 式 建 立 以 后 ,就 可 以 把 生产 或 实验 中 所 积累 的 某 
些 经 验 ,提高 到 理论 上 加 以 分 析 . 下 面 通 过 举例 介绍 常用 的 一 种 建立 经 验 公式 
的 方法 . 

例 1 为 了 测定 刀具 的 磨损 速度 ,我 们 做 这 样 的 实验 :经 过 一 定时 间 ( 如 每 
隔 一 小 时 ) ,测量 一 次 刀具 的 厚度 ,得 到 一 组 实验 数据 如 下 : 






顺序 编号 i 
[н] tAh 
刀具 厚度 y /mm 
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斌 根据 上 面 的 实验 数据 建立 y 和 上 之 间 的 经 验 公 式 y =/(1). 也 就 是 ,要 找 出 一 
个 能 使 上 述 数据 大 体 适合 的 函数 关系 у =f). 

解 ” 首 先 ,要 确定 f(1) 的 类 型 . 为 此 ,可 按 下 法 处 理 . 在 直角 坐标 纸 上 取 1 为 
横 坐 标 ,y 为 纵 坐 标 , 描 出 上 述 各 对 数据 的 > 
对 应 点 ,如 图 9 -12 所 示 . 从 图 上 可 以 看 [TTTTTTTTTTTTTTT 
出 ,这 些 点 的 连 线 大 致 接近 于 一 条 直线 . Ша» u 
于 是 ,就 可 以 认为 y=/(1) 是 线性 函数 ， 
并 设 

















| 
Бшк КЕНЕНИН 
HIH 
| | | 
= 
| | 
| | 





ft) =at +b, 
其 中 a 和 是 待定 常数 . 
常数 a 和 4b 如 何 确 定 呢 ?” 最 理想 的 情 
形 是 选取 这 样 的 a 和 65, 能 使 直线 y=at+b 
经 过 图 9 -12 中 所 标 出 的 各 点 . 但 在 实际 „йы 
上 这 是 不 可 能 的 . 因为 这 些 点 本 来 就 不 在 同一 条 直线 上 . 因此 ,只 能 要 求 选 取 
这 样 的 a.b, 使 得 f(1) =at+b 在 to,ti,t;,，… ,ty 处 的 函数 值 与 实验 数据 yo, 
yy U y7 相差 都 很 小 ,就 是 要 使 偏差 
y, f(t) (i=0,1,2,.…,7) 
都 很 小 . 那么 如 何 达 到 这 一 要 求 呢 ?能 否 设 法 使 偏差 的 和 
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У [x;-fün)] 


很 小 来 保证 每 个 偏差 都 很 小 呢 ? 不 能 ,因为 偏差 有 正 有 负 , 在 求 和 时 ,可 能 互相 
抵消 . 为 了 避免 这 种 情形 ,可 对 偏差 取 绝 对 值 再 求 和 ,只 


TITI] 


У ly.-fG)l= X Iy- (а, +0) 


很 小 ,就 可 以 保证 每 个 偏差 的 绝对 值 都 很 小 . 但 是 这 个 式 子 中 有 绝对 值 记 号 ,不 
便于 进一步 分 析 讨 论 . 由 于 任何 实数 的 平方 都 是 正 数 或 零 , 因 此 可 以 考虑 选取 常 
Жа 与 5, 使 
M = > [y = (а, +b) | 

最 小 来 保证 每 个 偏差 的 绝对 值 都 很 小 . 这 种 根据 偏差 的 平方 和 为 最 小 的 条 件 来 
选择 常数 a 与 5 的 方法 叫做 最 小 二 乘法 . 这 种 确定 常数 a 与 5 的 方法 是 通常 所 
采用 的 . 

现在 我 们 来 研究 ,经 验 公 式 y=at+b 中 ,a 和 4b 符合 什么 ЕГ 可 以 使 上 
述 的 M 为 最 小 . 如 果 把 M 看 成 与 自 变量 a 和 “相对 应 的 内 变量 ,那么 问题 就 可 
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归结 为 求 函 数 M=M(a,b) 在 哪些 点 处 取得 最 小 值 . 由 第 八 节 中 的 讨论 可 知 , 上 
述 问 题 可 以 通过 求 方程 组 
asan =0, 


M,(a,b) =0 
的 解 来 解决 , 即 令 
= ешш Л, - (at, +Ь)] = 0, 
М 7 
m= -2 к) [у;-(а+Ь)]=0, 
亦 即 
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> 5[ 思 =-(oua+b)] =0， 


> [y,- (а, +b)] =0. 


i=0 


将 括号 内 各 项 进行 整理 合并 ,并 把 未 知 数 a 和 4。 分离 出 来 , 便 得 
a > Ú +b > P > КА,» 


ү, 7 
a > t. +8b= > у, 
1=0 i=0 
下 面 通过 列表 来 计算 У а, у; ú, 2 y K > уй. 
i=0 i=0 i=0 1=0 


(10-1) 























0 0 27.0 0 
1 1 26. 8 26.8 
2 + 26.5 53.0 
3 9 26.3 78.9 
4 16 26.1 104.4 
5 25 25.7 128. 5 
6 36 25. 3 151.8 
7 49 24. 8 173.6 
Ў, 28 140 208. 5 717.0 


代 人 方程 组 (10 -1) ,得 到 
+28b =717, 


28а +8b =208. 5. 
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解 此 方程 组 ,得 到 а = -0.303 6, = 27. 125. 这 样 便 得 到 所 求 经 验 公式 为 
y =f(t) = -0.303 6t +27. 125. (10-2) 
由 (10 -2) 式 算出 的 函数 值 Ac) 与 实测 的 y, 有 一 定 的 偏差 . 现 列 表 比 较 如 下 : 

























算得 的 


25.911 25. 607 25.303 | 25. 000 
Г) тт 











— 0. 200 














偏差 的 平方 和 M =0. 108 165 , 它 的 算术 平方 根 VM = 0. 329. VW 称 为 均 方 误 





, 它 的 大 小 在 一 定 程度 上 反映 了 用 经 验 公 式 来 近似 表达 原来 函数 关系 的 近似 


с. 
在 例 1 中 , 按 实验 数据 描 出 的 图 形 接近 于 一 条 直线 . 和 这 种 情形 下 ,就 可 认 
为 函数 关系 是 线性 函数 类 型 的 ,从 而 问题 可 化 为 求解 一 个 二 元 一 次 方程 组 ,计算 


比较 方便 . 还 有 一 些 实际 问题 ,经 验 公 Ња, 但 可 以 设法 把 它 
化 成 线性 函数 的 类 型 来 讨论 . 举例 说 明 于 下 : 
例 2 在 研究 某 单 分 子 化 学 反应 速度 时 ,得 到 下 列 数据 : 














其 中 7 表示 从 实验 开始 算 起 的 时 间 ,y 表示 时 刻 7 反应 物 的 量 . 试 根据 上 述 数 据 
定 出 经 验 公 式 у = /(т). 

解 ” 由 化 学 反应 速度 的 理论 知道 ,y =f(7) 应 是 指数 函数 :y=ke” ,其 中 和 
m 是 待定 常数 . 对 这 批 数 据 , 先 来 验证 这 个 结论 . 为 此 ,在 y=ke" 的 两 边 取 常 用 
对 数 ,得 

lg у= (т • 16 е)т +16 k. 
ir т · lg e Ef 0. 434 3m =а, іе k = Б, M Еа 5 
lg у = ат +b, 

于 是 lg y 就 是 7 的 线性 函数 . 所 以 ,把 表 中 各 对 数据 (7;,y,) (i=1,2,…,8) 所 对 
应 的 点 措 在 半 对 数 坐标 纸 上 ( 半 对 数 坐 标 纸 的 模 轴 上 各 点 处 所 标明 的 数字 与 普 


„ 130 * 








通 的 直角 坐标 纸 相 同 ,而 纵 轴 上 各 点 处 所 标明 的 数字 是 这 样 的 , 它 的 常用 对 数 就 
是 该 点 到 原点 的 距离 ) ,如 图 9 -13 所 示 . 从 图 上 看 出 ,这 些 点 的 连 线 非 常 接近 于 
一 条 直线 ,这 说 明 y=f(7) 确 实 可 以 认为 是 指数 函数 . 








_ Tl l 1111 











В 9 -13 


下 面 来 具体 定 出 上 与 m 的 值 . 由 于 
lg y=ar +b, 
所 以 可 仿照 例 1 中 的 讨论 ,通过 求 方程 组 
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8 8 
з т! +b д, т; = > тЇр y; , 


i=1 











| 7) (10-3) 
a У т, +8 = У 67, 
= i 
的 解 ,把 a 与 5 确定 出 来 . 
8 8 8 8 
下 面 通过 列表 来 计算 У z, У z, >, lg y, 及 >, Tilg yi- 

isi 可 会 £ 
т т! › Tilg y, 
3 9 57.6 5.2812 
6 36 41.9 9. 733 2 
9 81 31.0 13. 422 6 
12 144 22.7 16.272 0 
15 225 16.6 18.301 5 
18 324 12.2 19. 555 2 
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lg y; Tilg y, 
0. 949 4 19. 937 4 
0.812 9 19. 509 6 
之 10. 298 8 122. 012 7 





将 它们 代入 方程 组 (10 - 3)( 其 中 取 рУ lg у; = 10.3, рУ Tilg y, = 122) ,得 


1 836a + 108b = 122, 
ВИ 


解 这 方程 组 ,得 
a =0. 434 3m = -0. 045, 
pena ns 4, 

所 以 


m= – 0.103 6, k =78. 78. 


因此 所 求 的 经 验 公式 为 
J =78. 78e - 0.103 6r 


习题 9-10 


1. 某 种 合金 的 含 铅 量 百 分 比 (% ) 为 P, 其 熔 解 温度 (Y ) 为 0, 由 实验 测 得 p 与 6 的 数据 
如 下 表 : 











试用 最 小 二 乘法 建立 0 与 p 之 间 的 经 验 公式 9=ap+b. 
2. 已 知 一 组 实验 数据 为 (x 7) ,(х,,у,) …,(x,,Y,). 现 若 假 定 经 验 公 式 是 
y = ax + bx + e. 


试 按 最 小 二 乘法 建立 a.be 应 满足 的 三 元 一 次 方程 组 . 
总 习题 九 


1. 在 “充分 "“ 必 要 ”和 “充分 必要 "三 者 中 选择 一 个 正确 的 填 入 下 列 空格 内 : 
(1) A(x,y) 在 点 (x,y) 可 微分 是 f 作 x,y) 在 该 点 连续 的 Ж. /( х,у) ТЕ кд (х,у) E 
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总 习题 九 





续 是 /(x,y) 在 该 点 可 微分 的 条 件 ; 
(2) = =) 在 点 (zx,y) 的 偏 导数 于 及 下 存在 是 /(x,y) 在 该 点 可 微分 的 Ж 
Ву) Е Су 可 微分 是 函数 在 该 点 的 偏 导数 至 及 下 存在 的 条 件 ; 


(3) :=/\ х,у) AE ИОА ҖЕ {Е AA (x, y) 存在 且 连 续 是 /(x,y) 在 该 点 可 微分 的 








条 件 ; 
(4) 琢 数 == 作 xr,7) 的 两 个 二 阶 混合 偏 导数 式 志 及 去 在 区 域 刀 内 连续 是 这 两 个 二 阶 混 
合 偏 导数 在 D 内 相等 的 条 件 . 


2. 下 题 中 给 出 了 四 个 结论 ,从 中 选 出 一 个 正确 的 结论 : 

设 函 数 /(x,y) 在 点 (0,0) 的 某 邻 域内 有 定义 , 且 /.(0,0)=3,f/.(0,0)= -1, 则 有 
( ) ， 

(А) dz| oa, = 3dx = dy 

(В) 曲面 z=/(x,y) 在 点 (0,0,/(0,0)) 的 一 个 法 向 量 为 (3, -1,1) 


z=f(x,y), 

с) ма 在 点 (0,0,/(0,0) ) 的 一 个 切 向 量 为 (1,0,3) 
y= 
iE 

(D) 曲线 | 。 ”在 点 (0,0,/(0,0) ) 的 一 个 切 向 量 为 (3,0,1) 
y= 


3. ЖЕЛ») = 957 ду, lim Духу). 


In(1 - х) - y) (х,у) 0) 
`4. 证 明 极限 lim 一 一 一 不 存在 
(х,у) .(0,0)x +y 


5. 设 





Ж f.(%,y) K f (х,у). 
6. 求 下 列 函 数 的 一 阶 和 二 阶 偏 导 数 : 
(1) z=ln(z+y°); (2) =”. 





7. RAK z= x=2,y=1,Ax=0.01,Ay=0. 03 时 的 全 增 量 和 全 微分 . 
= 


х? 
"8. W 
ЛЕ: А х? +y +0 
拟人 
0; x +y =0. 
WEHI SOx, y) FEKA СО ОАЕ Н. {М ЕЕ ЖТР E ,但 不 可 微分 . 


9. Шиа, х= фи) у =p O AET А, REE, 
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10. 设 z=f/(u,v,w) 具 有 连续 偏 导数 ,而 
u=n-6, v=6-é, ш=ё-т, 
„д2 д2 д2 


aE’ an’ at 


П. сизу) ,u=xe', 其 中 /具有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 求 过 三 





12. 设 x=e'cosv,y = e"sin v,z = uv. RRE 22. 
ду 


13. 求 螺 旋 线 x = асоѕ 0,у = asin MT 
14. 在 曲面 z=xy 上 求 一 点 ,使 这 点 处 的 法 线 垂直 于 平面 x+3y+z+9=0, 并 写 出 这 法 线 


15. 设 e,=(cos 0,sin Ө), 
f(x,y) = x° —- xy + ° 
在 点 (1,1) 沿 方向 l 的 方向 导数 ,并 分 别 确定 角 9, 使 这 导数 有 (1) 最 大 值 ,(2) 最 小 值 ,(3) 等 
于 0. 


16. Ж u = x +у + 2 fE W pR Т +2 =1 上 点 M.(x, ;Yo 20) 处 沿 外 法 线 方向 
a c 
的 方向 导数 . 
17. a +061 ЖЕ х +y = 1 的 交 线 上 与 хОу 平面 距离 最 短 的 点 . 


18. ES ЗЕ ИЕШЕ; + 7; + 三 = 1 的 切 平面 ,使 该 切 平面 与 三 坐标 面 所 转 成 的 


四 面体 的 体积 最 小 . 求 这 切 平 面 的 切 点 ,并 求 此 最 小 体积 . 

19. 某 厂家 生产 的 一 种 产品 同时 在 两 个 市 场 销售 , 售 价 分 别 为 p, 和 p, ,销售 量 分 别 为 9， 
和 q, ,需求 消 数 分 别 为 

q, =24 -0.2p,, q, =10 -0.05p,, 
总 成 本 函数 为 
С =35 +40(q, +q;). 

试问 :厂家 如 何 确定 两 个 市 场 的 售 价 ,能 使 其 获得 的 总 利润 最 大 ,最 大 总 利润 为 多 少 ? 

20. 设 有 一 小 山 , 取 它 的 底面 所 在 的 平面 为 Oy 坐标 面 , 其 底部 所 占 的 闭 区 域 为 D = 
| (х,у) lx? +y? -xy <75} ,小 山 的 高 度 函 数 为 h=f(x,y) =75 - x – у? + xy. 

(1) 设 导 (xo ,yo)eD, 问 f(x,y) 在 该 点 沿 平面 上 什么 方向 的 方向 导数 最 大 , 铬 记 此 方向 
导数 的 最 大 值 为 g(x ,yo ) , 试 写 出 g(xo,yo ) 的 表达 式 ， 

(2) 现 欲 利用 此 小 山 开 展 攀岩 活动 ,为 此 需要 在 山脚 找 一 上 山坡 度 最 大 的 点 作为 攀岩 的 
起 点 . 也 就 是 说 ,要 在 D 的 边界 线 x* +y -xy=75 上 找 出 (1) 中 的 gx,y) 达 到 最 大 值 的 点 . 试 
确定 攀岩 起 点 的 位 置 . 
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第 十 章 = м 分 


本 章 和 下 一 章 是 多 元 函数 积分 学 的 内 容 . 在 一 元 函数 积分 学 中 我 们 知道 , 定 
积分 是 某 种 确定 形式 的 和 的 极限 . 这 种 和 的 极限 的 概念 推广 到 定义 在 区 域 .曲线 
及 曲面 上 的 多 元 函数 的 情形 , 便 得 到 重 积分 .曲线 积分 及 曲面 积分 的 概念 . 本 章 
将 介绍 重 积 分 (包括 二 重 积 分 和 三 重 积分 ) 的 概念 ,计算 方法 以 及 它们 的 一 些 
应 用 . 


第 一 节 二 重 积分 的 概念 与 性 质 


一 、 二 重 积分 的 概念 


1. 曲 顶 柱 体 的 体积 


设 有 一 立体 , 它 的 底 是 x0y 面 上 的 闭 区 域 DD, 它 的 侧面 是 以 D 的 边界 曲线 
为 准 线 而 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 , 它 的 项 是 曲面 z=f/(x,y) ,这 里 f(x,y) 宇 0 上 且 在 D 
上 连续 (图 10 -1). 这 种 立体 叫做 曲 项 柱 体 . 现在 我 们 
来 讨论 如 何 定义 并 计算 上 述 曲 项 柱 体 的 体积 V. 

我 们 知道 , 平 项 柱 体 的 高 是 不 变 的 , 它 的 体积 可 以 
用 公式 





体积 = 高 x 底面 积 
来 定义 和 计算 . 关于 曲 项 柱 体 , 当 点 (x,y) 在 区 域 D 上 
变动 时 ,高 度 f(x,y) 是 个 变量 ,因此 它 的 体积 不 能 直 
接 用 上 式 来 定义 和 计算 . 但 如 果 回 忆 起 第 五 章 中 求 曲 
边 梯 形 面 积 的 问题 ,就 不 难 想到 ,那里 所 采用 的 解决 办 Æ 10-1 
法 ,原则 上 可 以 用 来 解决 目前 的 问题 . 
首先 ,用 一 组 曲线 网 把 D 分 成 4 个 小 闭 区 域 
ATi, Да, y А. 








D 为 简便 起 见 ,本章 以 后 除 特别 说 明 者 外 ,都 假定 平面 闭 区 域 和 空间 闭 区 域 是 有 界 的 , 且 平 面 闭 区 
域 有 有 限 面积 ,空间 闭 区 域 有 有 限 体 积 . 
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分 别 以 这 些小 闭 区 域 的 边界 曲线 为 准 线 , 作 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 ,这 些 柱 面 把 
原来 的 曲 项 柱 体 分 为 n 个 细 曲 顶 柱 体 . 当 这 些小 闭 区 域 的 直径 了 很 小 时 ,由 于 
f(x,y) 连 续 , 对 同一 个 小 闭 区 域 来 说 ,f(x,y) 变化 很 小 ,这 时 细 曲 项 柱 体 可 近似 
看 做 平 项 柱 体 . 我 们 在 每 个 Ao, (这 个 小 闭 区 域 的 面 
积 也 记 作 До, ) НЕ (8,1), ЛЕ, , 1.) 
底 为 Ac; 的 平 项 柱 体 (图 10 -2) 的 体积 为 

Fén) Ае, (¿=1l,2,- n) 
这 个 平 项 柱 体 体积 之 和 








n 


У Niami Ae; 


可 以 认为 是 整个 曲 顶 柱 体 体积 的 近似 值 . 2 个 小 闭 
区 域 的 直径 中 的 最 大 值 ( 记 作 A) 趋 于 零 , 取 上 述 和 的 
极限 ,所 得 的 极限 便 自 然 地 定义 为 所 论 曲 项 柱 体 的 体 
Шү, 





= . `x ~ ; 
V im 2, ёт) AC g 


2. 平面 薄片 的 质量 


设 有 一 平面 薄片 占有 xOy 面 上 的 闭 区 域 也 , 它 在 点 (x,y) 处 的 面 密度 为 
ulx,y), ZE u(x,y) >0 且 在 D 上 连续 . 现在 要 计算 该 注 片 的 质量 m. 

我 们 知道 ,如 果 薄 片 是 均匀 的 , 即 面 密度 是 常数 ,那么 溥 片 的 质量 可 以 用 公式 

质量 = 面 密度 x 面积 
来 计算 . 现在 面 密度 yj(x,y) 是 变量 ,薄片 的 质量 就 不 能 直接 用 上 式 来 计算 . 但 是 
上 面 用 来 处 理 曲 顶 柱 体 体积 问题 的 方法 完全 适用 于 本 问题 . 

由 于 (x,yY) 连 续 , 把 薄片 分 成 许多 小 块 后 ,只 要 小 > 
块 所 占 的 小 闭 区 域 До, 的 直径 很 小 ,这 些小 块 就 可 以 近 
似 地 看 做 均匀 薄片 . 在 До, 上 任 取 一 点 (二 ,7 ) , 则 

BCE NAG (т=1,2,+=‚тп) 
可 看 做 第 i 个 小 块 的 质量 的 近似 值 (图 10 -3). 通过 
求 和 、 取 极限 , 便 得 出 





图 10 -3 


m =lim У ulën) Ас,. 
A=0 — 


D 一 个 闭 区 域 的 直径 是 指 区 域 上 任意 两 点 间距 离 的 最 大 才 . 
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上 面 两 个 问题 的 实际 意义 虽然 不 同 ,但 所 求 量 都 归结 为 同一 形式 的 和 的 极限 . 
在 物理 力学 .几何 和 工程 技术 中 ,有 许多 物理 量 或 几何 量 都 可 归结 为 这 一 形式 的 
和 的 极限 . 因此 我 们 要 一 般 地 研究 这 种 和 的 极限 ,并 抽象 出 下 述 二 重 积 分 的 定义 . 
定义 ” 设 /(x,y) 是 有 界 闭 区 域 D 上 的 有 界 函 数 . 将 闭 区 域 D 任意 分 成 n 个 
小 闭 区 域 
Ло, ,Ao,,…,Ao,, 
其 中 Ao, 表示 第 i 个 小 闭 区 域 ,也 表示 它 的 面积 . 在 每 个 Ao, 上 任 取 一 点 


CEN) МЕЗЕ (ë ,nm;)Ao,(i=1,2,…,n) ,并 作 和 > SEn) Ао. 如 果 当 各 


小 闭 区 域 的 直径 中 的 最 大 值 A 一 0 时 ,这 和 的 极限 总 存在 , 且 与 闭 区 域 D 的 分 法 
及 点 (&,n,) 的 取 法 无 关 , 那 么 称 此 极限 为 浮 数 /(x,y) 在 闭 区 域 D 上 的 二 重 积 


分 , 记 作 х,у) ао, 80 


[reao =lim У т) Ао, (1-1) 
HR Ax, y) AY Rik FR EREA л х,у) do ШИЯ 3А 3, do 叫做 面积 元 素 ,* 5 y 


叫做 积分 变量 ,D 叫做 积分 区 域 ， У Ле п.) До, 叫做 积分 和 


在 二 重 积分 的 定义 中 对 闭 区 域 忆 的 划分 是 任意 的 ,如 果 在 直角 坐标 系 中 用 
平行 于 坐标 轴 的 直线 网 来 划分 也, 那么 除了 包含 边界 点 的 一 些小 闭 区 域外 中 ,其 
余 的 小 团 区域 都 是 矩形 闭 区 域 . z B JÉ B] C Җ Ло, 的 边 长 为 Ax 和 Ay, , W 
До, = Ах, · Ay, 因此 在 直角 坐标 系 中 ,有 时 也 把 面积 元 素 dc 记 作 dxdy ,而 把 二 
重 积 分 记 作 

Јес») ака, 


其 中 dxdy ny калактын. 

这 里 我 们 要 指出 , 当 /(x,y) 在 闭 区 域 D 上 连续 时 , (1 -1) 式 右 端的 和 的 极 
限 必定 存在 ,也 就 是 说 ,函数 f(x,y) 在 D 上 的 二 重 积 分 必定 存在 . 我 们 总 假定 函 
数 /(x,y) 在 闭 区 域 上 连续 ,所 以 J(x,y) 在 D 上 的 二 重 积分 都 是 存在 的 ,以 后 
就 不 再 每 次 加 以 说 明了 . 

日 二 重 积分 的 定义 可 知 , 曲 顶 柱 体 的 体积 是 函数 f(x,y) 在 底 D 上 的 二 重 
积分 





Пп) 求 和 的 极限 时 ,这 些小 财 区 域 所 对 应 的 项 的 和 的 极限 为 零 ,因此 这 些小 闭 区 域 可 以 略 去 不 计 ， 
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V= [Mendo , 
平面 薄片 的 质量 是 它 的 面 密度 (x,y) 在 薄片 所 占 闭 区 域 0 上 的 二 重 积 分 
= Јес). 


一 般 地 ,如 果 f(x,y) 20, РА (х,у) n] k) ë Fe 2 BH ТЇ КЕ ВОТ {Е 5 
(xz,y) 处 的 竖 坐标 ,所 以 二 重 积分 的 几何 意义 就 是 柱 体 的 体积 . ШЖ f(x,y) 是 负 
的 , 柱 体 就 在 *Oy 面 的 下 方 , 二 重 积分 的 绝对 值 仍 等 于 柱 体 的 体积 ,但 二 重 积分 
的 值 是 负 的 . 如 果 f(x,y) 在 D 的 着 干 部 分 区 域 上 是 正 的 ,而 在 其 他 的 部 分 区 域 
上 是 负 的 ,那么 ,f(x,y) 在 D 上 的 二 重 积分 就 等 于 x0y 面 上 方 的 柱 体 体积 减 去 
хОу 面 下 方 的 柱 体 体积 所 得 之 差 . 


二 、 二 重 积 分 的 性 质 


比较 定 积 分 与 二 重 积 分 的 定义 可 以 想到 ,二 重 积 分 与 定 积分 有 类 似 的 性 质 ， 
现 叙 述 于 下 . 
性 质 1 设 a 与 8 为 常数 , 则 
far) + Be(x,y) ]do =a |z.) do +в |a.) do. 
性 质 2 如果 闭 区 域 忆 被 有 限 条 曲线 分 为 有 限 个 部 分 闭 区 域 ,那么 在 D 上 


的 二 重 积分 等 于 在 各 部 分 闭 区 域 上 的 二 重 积 分 的 和 . 
例如 D 分 为 两 个 闭 区 域 D. 与 D,, 则 


fre y)do = Ју. у) с + fre y)do. 


这 个 性 质 表示 二 重 积分 对 于 积分 区 域 具有 可 加 性 
性 质 3 WREDE, /(x,y) =1,0 2) D 的 面积 ,那么 


Cr = f ас = fer: 


这 性 质 的 几何 意义 是 很 明 EM, 因 为 高 为 1 的 平 项 柱 体 的 体积 在 数值 上 就 
等 于 柱 体 的 底面 积 
Ежа WREDE, /(х,у) <а(х,у), WALA 


f(x,y)do < || а(х,у) дс. 
| | 


特殊 地 ,由 于 
-—|/(х,у)1\</(х,у) If(x,y) 1, 
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又 有 
rae |< Ји.) |do. 


性 质 5 Ж Мт 分别 是 /(x,y) 在 闭 区 域 D 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ,c р 
的 面积 , 则 有 


mo < Ју) ao = Mo. 


上 述 不 等 式 是 对 于 二 重 积 分 估 值 的 不 等 式 . [N J m < (х,у) < M ,所 以 由 性 
质 4 有 
[тае = [ydo < [mao В 
再 应 用 性 质 1 和 性 质 3 , 便 得 此 估 值 不 等 式 . 
性 质 6( 二 重 积分 的 中 值 定理 ) ERAS, y) EAK D 上 连续 ,og = D 


[ndo = f/(£,n)c-. 
证 BA 090. 把 性 质 5 中 不 等 式 各 除 以 o ,有 


"< fna = М. 


这 就 是 说 ,确定 的 数值 二 Jaa.) do 是 介 于 函数 Kx,y) 的 最 大 值 W 与 最 小 值 


之 间 的 . 根据 在 闭 区 域 上 连续 函数 的 介 值 定理 ,在 D 上 至 少 存在 一 点 (&,n) ,使 
得 图 数 在 该 点 的 值 与 这 个 确定 的 数值 相等 , 即 


L fayde =). 
区 p 
上 式 两 端 各 乘 0 ,就 得 所 需要 证 明 的 公式 . 


习 = 10-1 


1. 设 有 一 平面 薄板 (不 计 其 厚度 ) 占 有 xOy 面 上 的 闭 区 域 D ,薄板 上 分 布 有 面 密度 为 = 
A(x,7) 的 电 衙 , 且 j(x,y) 在 D 上 连续 ,试用 二 重 积分 表达 该 注 板 上 的 全 部 电荷 Q. 


2. ÚW Í, = fe +y) do „HP D = { (х,у) 1 -1=%x=g1,-2<ys<s2] ; X 


p| 


J, = fe +y) do ,其 中 D, = | (х,у) l0sx<1,0<y<2}. 
Dy 
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试 利用 二 重 积 分 的 几何 意义 说 明 7 与 4, 之 间 的 关系 . 
3. 利用 二 重 积分 定义 证 明 : 


(1) fdo = o E o Ж D 的 面积 ); (2) ьс) ао =k [Axy do (其 中 为 常数 ); 
D D D 


(з) [Kando = fryde + х), 
JH D =D, UD,,D, р, 为 两 个 无 公共 内 点 的 半 区 域 . 

4. 试 确定 积分 区 域 ,使 二 重 积分 | (1 -2x* -y ) dedy 达到 最 大 值 . 

5. 根据 二 重 积分 的 性 质 ,比较 下 列 积分 的 大 小 ， 

(1) (x + ?dc 与 fx жу) do, 其 中 积分 区 域 D 是 由 x* 轴 .y 轴 与 直线 x*+，= 1 所 
围 成 ; | | 

(2) Јо +) dot [Cr+ y) do ,其 中 积分 区 域 D 是 由 圆周 (x -2)*+(y -1)*”=2 所 
围 成 ; | | 

(з) [in + у) о 5 | аск + у) Pdo JEt D = ЖЕЙК, Cü УЙУ (1,0), 
(1,1) .02,0); | 

(4) fhe +y) de 与 | [nex +y)] do, P 0 = |(x,y) 13 < x< 5.0 < y<s l. 

6. 利用 二 重 积分 的 性 质 估计 下 列 积分 的 值 ， 


(1) 1= 6 +y)de „ЖФ р = | (х,у) 10<х<1,0<у<1|; 


p 


(2) I= sin’ xsin ydo ‚Ж Ю={(х,у)\!0<х<т,0<у<т}; 


p 


(Зу fs fe +y+1)do ,其 中 D=|(x,y)I0<xs<1,0<ys<2|; 


D 


(аў Te Je +4y +9)do „P D= | (х,у) l +у <4]. 
D 


第 三 节 ”二 重 积 分 的 计算 法 
按照 二 重 积 分 的 定义 来 计算 二 重 积 分 ,对 少数 特别 简单 的 被 积 函 数 和 积分 
区 域 来 说 是 可 行 的 ,但 对 一 般 的 函数 和 区 域 来 说 ,这 不 是 一 种 切实 可 行 的 方法 . 
本 节 介 绍 一 种 计算 二 重 积分 的 方法 ,这 种 方法 是 把 二 重 积分 化 为 两 次 单 积 分 ( 即 
两 次 定 积 分 ) 来 计算 . 
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一 、 利 用 直角 坐标 计算 二 重 积分 


下 面 用 几何 观点 来 讨论 二 重 积分 7， у) do 的 计算 问题 . 在 讨论 中 我 们 假 


Ла, у) 20. 
设 积 分 区 域 D 可 以 用 不 等 式 
e (x)<y<e,(x), a<x<b 


来 表示 (图 10 -4) ,其 中 函数 o (х) p (х) 1 1] a,b] EES. 


中 Q 








图 10 -4 


按照 二 重 积 分 的 几何 意 вх, жая л, у) do 的 值 等 于 以 也 为 底 ,以 曲 


面 :==f/(x,y) 为 项 的 曲 项 柱 体 (图 10 - 5 ) 的 体积 .下 面 我 们 应 用 第 六 章 中 计算 
“平行 截面 面积 为 已 知 的 立体 的 体积 ” 的 方法 来 计算 这 个 曲 项 柱 体 的 体积 . 

先 计算 截面 面积 . 为 此 ,在 区 间 [a,b] z z=f(x.y) 
上 任意 取 定 一 点 x。, 作 平行 于 y0z 面 的 平 à 
Hix =x, 这 平面 截 曲 项 柱 体 所 得 的 截面 是 F: 
一 个 以 区 间 [ pi (xo), @ (xo)] 为 底 、 曲 线 йс рх) 
z= 帮 zy) 为 曲 边 的 曲 边 梯 形 (图 10 -S h ү 
阴影 部 分 ) ,所 以 这 截面 的 面积 为 ч =p (O 


Pil *0 
А(х,) = J ж. жй 
- 般 地 ,过 区 间 [a,b] 上 任 一 点 x 且 平 行 于 
yOz 面 的 平面 截 曲 项 柱 体 所 得 截面 的 面积 为 
ф(х) 
А(х) = | f(x,y)dy. 


p) 


-是 ,应 用 计算 平行 截面 面积 为 已 知 的 立体 体积 的 方法 ,得 曲 项 柱 体 体 积 为 
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Ү = A x)dx = {ЕТ x dy | dx. 
Ad = [09] 
这 个 体积 也 就 是 所 求 二 重 积分 的 值 ,从 而 有 等 式 
[ardo = f [É Aera] a. (2-1) 
上 式 右 端 的 积分 叫做 先 对 y、 后 对 x 的 二 次 积分 . 就 是 说 , 先 把 x 看 做 常数 ， 


把 f(x,y) 只 看 做 y 的 函数 ,并 对 y 计 算 从 o, (х) FI pg,(x) 的 定 积 分 ;然后 把 算得 
的 结果 (是 x 的 函数 ) 再 对 x 计算 在 区 间 [a,6b] 上 的 定 积分 . 这 个 先 对 y. 后 对 x 
的 二 次 积分 也 常 记 作 
因此 ,等 式 (2 -1) 也 写成 
[zeae | de f? ло), (2-1') 
D R Ф105) 


这 就 是 把 二 重 积分 化 为 先 对 y\ 后 对 x 的 二 次 积分 的 公式 . 
在 上 述 讨 论 中 ,我 们 假定 fx,y) 大 0, 但 实际 上 公式 (2 -1) 的 成 立 并 不 受 此 
条 件 限 制 . 
类 似 地 ,如 果 积 分 区 域 D 可 以 用 不 等 式 
p(y) =х<0, (у), c<y<d 


来 表示 (图 10 -6) ,其 中 函数 yw,(y) ya(y) 在 区 间 [e,d] 上 连续 ,那么 就 有 





d 水 ty) 
Ју.) ae = | Wa fGx,y)dx | dy. (2 -2) 
D e ФО) 
y У 
H- 4 ВЕЕ 
x= (у) х=№(у) x= (y) x=yp (y) 
c 上 一 一 c 上 上 一 一 一 一 
O x О х 
(а) (b) 
图 10 -6 


上 和 式 右 端 的 积分 叫做 先 对 ЛА у 的 二 次 积分 ,这 个 积分 也 常 记 作 


d yaly) 
Í dy Í flay de. 
2 шүу) 


因此 ,等 式 (2 -2) 也 写成 
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ооа = [ 由 оу), (2-2') 


这 就 是 把 二 重 积分 化 为 先 对 x*\ 后 对 y 的 二 次 积分 的 公式 ， 

以 后 我 们 称 图 10 -4 所 示 的 积分 区 域 为 X 型 区 域 ,图 10 -6 所 示 的 积分 区 
域 为 了 型 区 域 . 应 用 公式 (2 -1) 时 ,积分 区 域 必 须 是 X 型 区 域 ,X 型 区 域 D 的 特 
点 是 : 穿 过 D 内 部 且 平 行 于 y 轴 的 直线 与 D 的 边界 相交 不 多 于 两 点 ;而 用 公式 
(2 -2) 时 ,积分 区 域 必须 是 了 型 区 域 ,7 型 区 域 D 的 特点 是 : 穿 过 D 内 部 且 平 行 
于 x 轴 的 直线 与 D 的 边界 相交 不 多 于 两 点 . 如 果 积分 区 域 D 如 图 10 -7 那样 , 既 
有 一 部 分 使 穿 过 D 内 部 且 平 行 于 y 轴 的 直线 与 D 的 边界 相交 多 于 两 点 ,又 有 一 
部 分 使 穿 过 D 内 部 且 平 行 于 x 轴 的 直线 与 D 的 边界 相交 多 于 两 点 ,那么 D Ж Их 
是 了 型 区 域 ,又 不 是 了 型 区 域 . 对 于 这 种 情形 ,可 以 把 D 分 成 几 部 分 ,使 每 个 部 
分 是 型 区 域 或 是 了 型 区 域 . 例如 ,在 图 10 -7 中 ,把 D 分 成 三 部 分 ,它们 都 是 X 
型 区 域 ,从 而 在 这 三 部 分 上 的 二 重 积 分 都 可 应 用 公式 (2 -1). 各 部 分 上 的 二 重 
积分 求 得 后 ,根据 二 重 积 分 的 性 质 2, 它 们 的 和 就 是 在 D 上 的 二 重 积分 . 

如 果 积 分 区 域 D 既是 XX 型 的 ,可 用 不 等 式 wm (х) <у<о, (х),а<х<Ь Ж 
示 , 又 是 7 了 型 的 ,可 用 不 等 式 y(y) <х<у, (у), с<у<0 Жл (Ж 10-8), Z 
由 公式 (2 -1') 及 (2 -2') 就 得 


b glx) d y, (y) 
4х | Жх,у)ду= | dl” „у)ах. 2 -3 
Í х |а y)dy= Í | fs y) dx (2-3) 
上 式 表明 ,这 两 个 不 同 次 序 的 二 次 积分 相等 ,因为 它们 都 等 于 同一 个 二 重 积 分 
[Ayao 








图 10 -7 





将 二 重 积分 化 为 二 次 积分 时 ,确定 积分 限 是 一 个 关键 . 积分 限 是 根据 积分 区 
域 D 来 确定 的 , 先 面 出 积分 区 域 D 的 图 形 . 假如 积分 区 域 9 是 X 型 的 ,如 图 
10 -9 所 示 , 在 区 间 [a,b] 上 任意 到 定 一 个 x 值 ,积分 区 域 上 以 这 个 x 值 为 横 坐 标 
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的 点 在 一 段 直线 上 ,这 段 直线 平行 于 y 轴 , 该 线段 上 点 的 纵 坐 标 从 o (x) 变 到 

p(x) ,这 就 是 公式 (2 -1) 中 先 把 x 看 做 常量 而 对 站 

y 积 分 时 的 下 限 和 上 限 . 因为 上 面 的 x 值 是 在 Г „7 

[a,b] 上 任意 取 定 的 ,所 以 再 把 x 看 做 变量 而 对 x* | 

积分 时 ,积分 区 间 就 是 [a,5]. PR IN | 
I | | 


例 1 计算 оч, Ah D ERER ут, 上 = 





a x b x 
x =2 K y = x 所 围 成 的 闭 区 域 . 图 10 -9 
解法 一 ”首先 画 出 积分 区 域 D (K 10-10). DÆ XWA, D 上 的 点 的 横 坐 标 
的 变动 范围 是 区 间 [1,2]. 在 区 间 [1,2] 上 任意 取 定 一 个 x* 值 , 则 D 上 以 这 个 x 
值 为 横 坐 标的 点 在 一 段 直线 上 ,这 段 直线 平行 于 y 轴 , 该 线段 上 点 的 纵 坐 标 从 
y=1 变 到 y=x. 利用 公式 (2 -1) 得 


forie = f [f vo]as f [e 


z i £ _ аа г кү 
= | (5 2 |% = 8 





图 10 -10 10-11 


解法 二 如 图 10 -11, 积 分 区 域 已 是 了 型 的 ,D 上 的 点 的 纵 坐 标的 变动 范 
围 是 区 间 [1,2]. 在 区 间 [1,2] 上 任意 取 定 一 个 y 值 , 则 D 上 以 这 个 y 值 为 纵 坐 
标的 点 在 一 段 直线 上 ,这 段 直线 平行 于 x 轴 , 该 线段 上 点 的 横 坐 标 从 x = y 变 到 
x=2. 于 是 ,利用 公式 (2 -2) 得 


|a= = [ [foa] = fD . ЗК 


Дън 5 


Hi 2 Ht fv М1 +x -y do Hip D Ж ЩЩ #у=х,х= -1 Ay=1 所 围 
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成 的 闭 区 域 . 
解 ” 画 出 积分 区 域 D 如 图 10 -12 лу. D 既是 X 型 的 ,又 是 型 的 . 若 利用 


公式 (2 -1) ,得 
[> 1 + 22 -Fao = | [f> М1 + у |а 


1 3 
=- -村 | | [(1 +x -y°)2] dx 
1 1 
се -1)dr= -— Фай -1 )dx = =. 
0 2 


3 
若 利用 公式 (2 -2) (图 10 -13) ,就 有 


p: Sas s nas. ja [f л + утах} ау, 


其 中 关于 x 的 积分 计算 比较 麻烦 . 所 以 这 里 用 公式 (2 - 1) 计算 较为 方便 . 





В 10 -12 В 10 -13 


йз 计算 ече ‚ЖР D ERWE y = x 及 直线 y=x -2 所 围 成 的 闭 


区 域 . 
解 
公式 (2 -2), 则 得 


[чо `1 їй зуда) Jay 


5] ay = Соу +2)* - lay 


mH Kk D 如 图 10 -14 所 示 . D 既是 型 的 ,又 是 7 了 型 的 . 车 利用 
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若 利用 公式 (2 -1) 来 计算 , 则 由 于 在 区 间 [0,1] 及 [1,4] 上 表示 ф(х) АҒА 
同 ,所 以 要 用 经 过 交点 (1, -1) 且 平行 于 y 轴 的 直线 *=1 把 区 域 思 分 成 D, 和 
D, 两 部 分 (图 10 -15) ,其 中 

D, = {(®,у)1 —/x=y=/x,0==x=<s11, 

D, = {(«,у)\х-2<у<ух,1<х<4}. 





(1-1) 





图 10 -14 
因此 ,根据 二 重 积 分 的 性 质 2 ,就 有 


EZG = Е + Е 
= | [[ о] dx + | [` хуЧу |дх. 

由 此 可 见 , 这 里 用 公式 (2 -1) 来 计算 需要 化 为 两 个 二 次 积分 . 

上 述 几 个 例子 说 明 ,在 化 二 重 积 分 为 二 次 积分 时 ,为 了 计算 简便 ,需要 选择 
恰当 的 二 次 积分 的 次 序 . 这 时 , 既 要 考虑 积分 区 域 D 的 形状 ,又 要 考虑 被 积 函 数 
f(x,y) 的 特性 . 

例 4 求 两 个 底 圆 半径 都 等 于 R 的 直 交 圆柱 面 所 围 成 的 立体 的 体积 . 

解 ” 设 这 两 个 圆柱 面 的 方程 分 别 为 

pe Ñ а =R 

利用 立体 关于 坐标 平面 的 对 称 性 ,只 要 算出 它 在 第 一 卦 限 部 分 (图 10 - 16(a)) 
的 体积 V ,然后 再 乘 8 就 行 了 . 

所 求 立 体 在 第 一 卦 限 部 分 可 以 看 成 是 一 个 曲 项 柱 体 , 它 的 底 为 

D=|(x,y)l0=y=< YR -—,0=x=RI|, 
如 图 10 -16(b) 所 示 . ÈM DEEH z= VR -xv 于是， 
Vys ] JR -x іс. 
利用 公式 (2 -1) ,得 
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图 10 -16 


ү = | М В? — x° do = | ТАШ JR? -x dy|dx 


R А = [RE a R ә А g А 
=Í [ IR – х?у], dx = | (R -x )dx =-„-К. 
从 而 所 求 立 体 的 体积 ; 
V=8Y, = А, 


二 、 利 用 极 坐 标 计 算 二 重 积 


有 些 二 重 积分 ,积分 区 域 D 的 边界 曲线 用 极 坐标 方程 来 表示 比较 方便 , 且 
被 积 函数 用 极 坐标 变量 p.6 表达 比较 简单 . 这 时 ,就 可 以 考虑 利用 极 坐标 来 计算 
二 重 积分 Ју.) a. 

按 二 重 积分 的 定义 

[ydo = lim У Asm) Ае, 
下 面 我 们 来 研究 这 个 和 的 极限 在 极 坐标 系 中 的 
形式 . 

假定 从 极点 0 出 发 且 穿 过 闭 区 域 D 内 部 的 
射线 与 D 的 边界 曲线 相交 不 多 于 两 点 . 我 们 用 
以 极点 为 中 心 的 一 族 同 心 圆 :p = 常数 以 及 从 极 





点 出 发 的 一 族 射 线 :9 = 常数 ,把 D 分 成 n 个 小 2 
闭 区 域 (图 10 -17). 除了 包含 边界 点 的 一 些小 图 10 -17 
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闭 区 域外 ,小 闭 区 域 的 面积 До, 可 计算 如 下 : 
Ае, = 10 +Ap,) + ДӨ, - Z: “Ab -Z + Ap.) Др, • АӨ, 
_ B: + (р; + Àp.) . 
2 
其 中 p, 表示 相 邻 两 圆 孤 的 半径 的 平均 值 . 在 这 小 朵 区 域内 取 圆 周 p =p, 上 的 一 
点 (pi,0;) ,该 点 的 直角 坐标 设 为 (&,,n;), 则 由 直角 坐标 与 极 坐 标 之 间 的 关系 有 
£, =picos 0,,m, =pisin 0.. 于 是 


Ap; * ДӨ, =p; > Ap; АӨ, 


lim У Fén) Ао, = lim У flpicos g ,pisin 0,)р, * Ap; АӨ, 
即 Шш ü 
Ју.) = осо 0.psin 0)pdpod0. 
这 里 我 们 把 点 (p,6) 看 做 是 在 同一 平面 上 的 点 (x,y) 的 极 坐标 表示 ,所 以 上 
式 右 端的 积分 区 域 仍然 记 作 D. 因为 在 直角 坐标 系 中 | Cay) do 也 常 记 作 


[\х,›)4хау, 所 以 上 式 又 可 写成 


Jy) ахау = [pcos Ө ,psin 0)pdpod0. (2-4) 
D D 


这 就 是 二 重 积 分 的 变量 从 直角 坐标 变换 为 极 坐标 的 变换 公式 ,其 中 pdpd9 就 是 
极 坐 标 系 中 的 面积 元 素 . 

公式 (2 -4) 表 明 , 要 把 二 重 积 分 中 的 变量 从 直角 坐标 变换 为 极 坐标 ,只 要 
把 被 积 函 数 中 的 x Б) у 分 别 换 成 pocos 0 与 psin 0, 并 把 直角 坐标 系 中 的 面积 元 素 
dxdy 换 成 极 坐 标 系 中 的 面积 元 素 pdod0. 

极 坐 标 系 中 的 二 重 积分 ,同样 可 以 化 为 二 次 积分 来 计算 . 

设 积分 区 域 D 可 以 用 不 等 式 

p1(0) <р<0,(0), а=<0<8 

来 表示 (图 10 -18), 其 中 函数 o (0) .p,(9) 在 区 间 [a,B] 上 连续 . 


先 在 区 间 [a,B6] 上 任意 取 定 一 个 Ө 值 . 对 应 于 这 个 8 值 ,D 上 的 点 (图 
10 -19 中 这 些 点 在 线段 EF 上 ) 的 极 径 p 从 pg,(9) 变 到 gp,(9). 又 9 是 在 [a,B6] 上 
任意 取 定 的 ,所 以 Ө 的 变化 范围 是 区 间 [ a,B]. 这 样 就 可 看 出 , 极 坐 标 系 中 的 二 
重 积 分 化 为 二 次 积分 的 公式 为 


Ф„(®#) 
人 moees 0,psin 0)pdod0 = [U ~ fl(peos 0,psin gb)pdp]de. (2—5) 
D #100) 


. 148 . 


第 二 节 ”二 重 积 分 的 计算 法 











e, (0) 


上 式 也 写成 


В 
осо 0 ,рѕіп 0)pdod0 = | do | f(pcos 0,psin 0)pdo. (2-5') 
D 


如 果 积 分 区 域 D 是 图 10 -20 所 示 的 曲 边 扇形 ,那么 可 以 把 它 看 做 图 10 -18(a) 
H g (0)=0,e,(0) =2(00) 时 的 特例 . 这 时 间 区 域 D 可 以 用 不 等 式 
О<о<ф(0), a<0<p 
来 表示 ,而 公式 (2 -5 7) 成 为 
B Ф(0) 
|| /\рсовӨ,рїпӨ)рдрдө = | do | J(pcos0,psin0)pdo. 


D 











F 
\ 
РА L 
\ 
h- 
EXS fo R 
О p (0) ps(0) А 
图 10 -19 图 10 -20 


如 果 积 分 区 域 D 如 图 ТО -21 所 示 , 极 点 在 D 的 内 部 ,那么 可 以 把 它 看 做 图 
10 -20 4а =0 H В =2x 时 的 特例 . 这 时 间 区 域 D 可 以 用 不 等 式 
О<о<фр(0), 0<0=<2% 
来 表示 ,而 公式 (2 -5') 成 为 


(оо 0,psin 0)рараө 
D 


27 e@( 0) 
= Í do | Г(рсоѕ 0,psin 0)pdo. 
0 0 


由 二 重 积 分 的 性 质 3, 闭 区 域 D 的 面积 o 可 以 表示 为 


r= |=. 





图 10 -21 
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在 极 坐 标 系 中 ,面积 元 素 do =pdpdg, 上 式 成 为 
с = [| гарав. 
如 果 闭 区 域 忆 如 图 10 -18(a) 所 示 , 那 么 由 公式 (2 -5 ) 有 
#200) 1 ° 5 
с = J| 886 = реГ. рар =-— | (200) 100) 146. 
特别 地 ,如 果 闭 区 域 D 如 图 10 -20 所 示 , 那 么 Ф, (0) =0,0,(0) = Ф(0). 于 是 


Te 
三 一 一 dð. 
т > J, © \0)40 


#15 计算 | e" dady Жр D 是 由 圆心 在 原点 、 半 径 为 a 的 圆周 所 围 成 


的 闭 区 域 . 
解 ” 在 极 坐 标 系 中 , 闭 区 域 D 可 表示 为 


О0<р<а, 0<0<27. 


由 公式 (2 -4) 及 (2 -5) 有 
Ја = f e “арав = | f e pdp] a0 


a r | --уе "] de = 二 (1 sa} {- dg 
0 Ü 
=a(1 -e 2), 


本 题 如 果 用 直角 坐标 计算 ,因为 积分 J dx 不 能 用 初等 函数 表示 ,所 以 算 
不 出 来 . 现在 我 们 利用 上 面 的 结果 来 计算 工程 上 常用 的 反常 积分 | amin 


y 


É 
D. = 1 (x.,y) lx? +y <R ,x=0,y=0| ; 


D, = { (х,у) Ix +y <2R’ ,x=0,y>0|, | м 
S=|](x,y)lOÜO<x<R,0<y=<R|. T 
= >0, AME 


(图 10 -22). HF e? 
O R V2R х 


显然 D C SCD, 
这 些 财 区 域 上 的 二 重 积 分 之 间 有 不 等 式 
ШЕ ы ЕС 202-2 图 10 – 22 
e* 7° ахау < | e ` "ахду < || е ахау. 
! ! ! 
因为 
R R A R k 
fe 7 ахду = Í e ах · Í еа (| e da) 
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第 二 节 
又 应 用 上 面 已 得 的 结果 有 
е7 dydy = гае =); 
01 
fe” dedy = 了 (1 - 628), 





于 是 上 面 的 不 等 式 可 写成 
т - К? Š 一 xz T -2R 
4(1l-e )<[| ° dx) <y -e ). 


$ В + оо, за F а) — RRI ЈАЛ 
VT 


+% 


_,2 5 
| e ‘ах = 2 
求 球体 x +y +z <4а ЖАНТА +y = 2ах (a>0) 所 截 得 的 ( 含 


例 6 
在 圆柱 面 内 的 部 分 ) 立 体 的 体积 (图 10 -23 ). 


p=2acos 0 


(b) 





图 10 -23 


ЙК ”由 对 称 性 ， 
v=4 [| „Да? -x° -y dxdy, 
HEP D 为 半圆 周 y= /2ах -x 及 x 轴 所 围 成 的 闭 区 域 . 在 极 坐标 系 中 , 闭 区 域 也 


可 用 不 等 式 
0<p<2acos Ө, 0<0<-- 


来 表示 . 于 是 
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У = af /4a -ppdpdb = af dof а? -pipdp 
D 


- [ (1 -sin'g)dg =a (F - 3): 


三、 二 重 积分 的 换 元 法 


上 一 目 得 到 的 二 重 积分 的 变量 从 直角 坐标 变换 为 极 坐 标的 变换 公式 ,是 二 
重 积 分 换 元 法 的 一 种 特殊 情形 . 在 那里 ,我 们 把 平面 上 同一 个 点 M. ВЕНЕ * 
标 (x,y) 表示, 又 用 极 坐 标 (p,9) 表 示 , 它 们 间 的 关系 为 
x =pcos 0, 
е б. 
也 就 是 说 ,由 (2 -6) 式 联系 的 点 (x,y) 和 点 (p,9) 看 成 是 同一 个 平面 上 的 同 
一 个 点 ,只 是 采用 不 同 的 坐标 罢了 . 现在 ,我 们 采用 另 一 种 观点 来 加 以 解释 . 
把 (2 -6) 式 看 成 是 从 直角 坐标 平面 p09 到 直角 坐标 平面 x0y 的 一 种 变换 ， 
即 对 于 рое Е Ей) — 5 М'(р,0) ,通过 变换 (2 -6), 变 成 x0O7r 平 面 上 的 
一 点 W(x,y). 在 两 个 平面 各 自 限定 的 某 个 范围 内 ,这 种 变换 还 是 一 对 一 
的 ( 即 是 一 一 映射 ). 下 面 就 采用 这 种 观点 来 讨论 二 重 积 分 换 元 法 的 一 般 
定理 设 /(x,y) 在 x0y 平面 上 的 闭 区 域 六 上 连续 , 若 变 换 
Tix =x(u u) ,7 =u (2-7) 
将 uow 平面 上 的 闭 区 域 0' 变 为 хОу 平面 上 的 D, 且 满足 
(1) x(u,v),y(u,v) 在 D' 上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 ; 
(2) 在 D' 上 雅 可 比 式 


(2-6) 


д(х,у) 





ТРЕТИ 
(3) 变换 T.D' D 是 一 对 一 的 ， 
则 有 
Јо) = Јл.) „уб ш,в) 11/(и, в) |dudv. (2-8) 
D D' 


公式 (2 -8) 称 为 二 重 积分 的 换 元 公式 . 

证 显然 ,在 定理 的 假设 下 ,(2 -8) 式 两 端的 二 重 积 分 都 存在 . 由 于 二 重 积 
分 与 积分 区 域 的 分 法 无 关 ,我们 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 网 来 分 割 D', 使 得 除去 
包含 边界 点 的 小 闭 区 域外 ,其 余 的 小 闭 区 域 都 为 边 长 是 h 的 正方 形 闭 区 域 . 任 取 
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一 个 这 样 得 到 的 正方 形 闭 区 域 , 设 其 项 点 为 Mi(u,v),M',(u+h,v),M';(u+h, 
v+h),M' (u,v+h), 其 面积 为 Ago' = А (图 10 -24(a)). 正 方形 闭 区 域 
M',M',M',M', 经 变换 (2 -7) 变 成 x0y 平 面 上 的 一 个 曲 边 四 边 形 М,М,М,М,, € 
的 四 个 顶点 的 坐标 是 
М,:х, =x(u,v), y, =уби,ъ); 
M,:x, =x(u+h,v) =х(и,ь) +x (u,v)h+o(h), 
у =y(u+h,v0) = у(ш,0) +y,(u,u)h +o(h); 
М,:х, =x(u+h,v+h)=x(u,v) +x, (uv)h+x, (u,v)h+o(h), 
yy3=y(uth,v+h) =у(и,ь) +7 uv)h+ty, (u,v)h+o(h); 
М,:х, =x(u,v +h) =х(и,0) +x, (u,v)h+o(h), 
y,=y(u,v +h) =y(u,v) +y,(u,v)h +o(h), 
其 面积 为 Ac (图 10 -24(b)). 可 以 证 明 , 曲 边 四 边 形 M,M,M,M 的 面积 与 直 边 
四 边 形 MM,M;M,( 四 个 项 点 用 直线 相连 ) 的 面积 当 h 一 0 时 只 相差 高 阶 无 穷 小 . 
又 由 上 面 这 些 坐 标 表示 式 可 知 , 兰 不 计 高 阶 无穷 小 , 则 有 
0-0 = 3-04, У-У = Уз “a> 


X, -X 5X3 = Xas Ya Yi =s - У, 











В 10 – 24 


这 表示 , 直 边 四 边 形 М,М,М,М, 的 对 边 的 长 度 可 看 做 两 两 相等 . 因此 , 若 不 
计 高 阶 无 穷 小 , 曲 边 四 边 形 M M.M M, 可 看 做 平行 四 边 形 ,于 是 它 的 面积 Ac іт 
似 等 于 人 MM;M; 的 面积 的 两 倍 . 根据 解析 几何 ,人 MM,M, 的 面积 的 两 倍 等 于 
行列 式 
x, Х| X, — Xx, 


J> T Yi Уз ~ Yə 








的 绝对 值 ,由 于 
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x, -x 三 % (uv)h to(h), x, —x, =x,(u,v)h+o(h), 

у-у, = у, (и,0) А +о(ћ), y, –у, sy (u,v)h+o(h), 
因此 上 面 的 行列 式 与 行列 式 
(Dh z(u,v)h x, (u,v) т) |, 
= 1 


y,(u,v)h у, (u,v)h ü y, (u,u) у, (u,v) 
只 相差 一 个 比 k 高 阶 的 无 穷 小 . 于 是 




















д(х,у) 
Ас = Ao +0(ДАо') (А-0). 
д(и,т) 
把 fx,y) =Лх(и,о) ,у(и,ь) ] 的 两 端 分 别 与 上 式 两 端 相 乘 ,得 
f(x,y) Ас 


(x,y) 





= х(и,ь) ,у(и, от Г с' + х(и,ь),у(и,ь) ] + о( Ае”). 


кй—шлиининйси е h—0 求 极限 ,由 于 上 式 右 端 第 二 项 的 和 的 
极限 为 零 ,于 是 得 公式 (2 -8). 定理 证 毕 

这 里 我 们 指出 ,如果 雅 可 比 式 J(u,v) 只 在 D' 内 个 别 点 上 ,或 一 条 曲线 上 为 
零 ,而 在 其 他 点 上 不 为 零 ,那么 换 元 公式 (2 -8) 仍 成 立 . 

在 变换 为 极 坐 标 x =рсоз 0,y=psin 0 的 特殊 情形 下 , 雅 可 比 式 





ax дх 

J др 90 соз Ө -psin | 

[әу ду) [sin 8 pcos 0| 
op 90 


它 仅 在 p =0 处 为 零 , 故 不 论 闭 区 域 D0' 是 否 含有 极点 , 换 元 公式 仍 成 立 . 即 有 
| asay 三 Jese 0,psin 0)pdod0, 


这 里 D'E D 在 直角 坐标 平面 p00 上 的 对 应 区 域 .在 上 一 目 内 所 证 得 的 相同 的 公 
式 中 用 的 是 D 而 不 是 D', 当 积分 区 域 D 用 极 坐 标 表示 时 ,其 形式 就 与 上 式 右 端 
的 形式 完全 等 同 了 . 

#17 HE |е" 5dxdy, 其 中 忆 是 由 x 轴 、 轴 和 直线 x+y=2 所 围 成 的 闭 
区 域 . 


0 — u D+u 


с а 








解 А и=у-х,0=у+х, х= 





MEER x = у=, М хОу 平面 上 的 闭 区 域 2 和 它 在 Ov 平面 上 的 
对 应 区 域 六 如 图 10 -25 所 示 . 
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图 10 -25 
雅 可 比 式 为 
l 1 
_0x) 2 2 1 
alu, v) ` adr. ЕЯ ха" 
2 2 
利用 公式 (2 -8) ,得 


Је аа = [е - 
р р' 





1 г "ш 
dudv = 上 dv Í e' du 


== [| (=e )vdv=e-e . 
例 8 


求 由 直线 x+y=c,x+y=d,y=ax,y=bx (0<c<d,0 <a <b) fr E 
的 闭 区 域 D( 图 10 -26(a) ) 的 面积 








10 -26 


解 ” 所 求 面积 为 


| ахау. 


a J55 * 
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二 重 积 分 直接 化 为 二 次 积分 计算 比较 麻烦 . 现 采 用 换 元 法 . 5 u = x + y, 
ep "wa 文 变 换 下 ,D 的 边界 x+y=c,x+y=d,y=ax,y = 
x 1 +z ] + 


bx 依次 与 =c,u=d, u =a, =b 对 应 . 后 者 构成 与 D 对 应 的 闭 区 域 D' 的 边界 . 


D'=}|(u,v)lecSusd,asvsb}, 
如 图 10 -26(b) 所 示 . 又 雅 可 比 式 
(xy) __ш 





ea T шы say aby. 
从 而 所 求 面积 为 


үө н zdudv Ет [ «а 


_(b-a)(d _ c) 
72(1 +а) (1+6) 











йө 计算 ] 


D 


解 ” 作 广义 极 坐标 变换 


1 КАТЕТ р DMA +% x =l 所 围 成 的 财 区 域 . 


х = арсоѕ Ө, 
Г = bpsin Ө, 
Hp a>0,b > 0,р20,0 <0<2т. 在 这 变换 下 ,与 D 对 应 的 闭 区 域 为 D' 
| (р,6) 10<р<1,0<0<21| HETI H K 
_9(х,у) = 
a(p,0) 
/在 D' 内 仅 当 p=0 处 为 零 , 故 换 元 公式 仍 成 立 , 从 而 有 


2 2 а 2 
jes -到 dzdy = ] УП _p'abpdpd0 = mab. 
а ) = 
D' 








zJ Яй 10-2 


1， 计 算 下 列 二 重 积分 


(1) [= +y)do, 其 中 D=|(x,y) llxl<l,lyls1|; 


D 


gan f iaasa y)do ,其 中 DD 是 由 两 坐标 轴 及 直线 x*+y=2 所 围 成 的 闭 区 域 ; 
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(3) ] ( x` +3 y +y )do, 其 中 Р=\(х,у)\0<х<1,0<у<1}; 


(4) Јох +у) о, HEP D АТ (0,0), (т,0) (т, т) їй = fA JE A K R. 
2， 夯 出 积分 区 域 , 并 计算 下 列 二 重 积分 : 

(1) ао HP D ЖИН ЖШ у = ху = ° 所 围 成 的 闭 区 域 ; 

(2) || ?do ,其 中 如 是 由 圆周 x* +y =4 及 y 轴 所 围 成 的 右 半 闭 区 域 ; 


b 


(3) ео. р = \ (х,у) 1х1 + 1у!<1}; 


p 


wfe +y -x)do, ЖФ D Æ HHZ у=2,у=х K y=2x 所 围 成 的 闭 区 域 . 


3， 如 果 二 重 积分 [A(x,y) dxdy 的 被 积 函数 /(x,y) EARR S, (<) Ж /, (у) RER, BID 
/\х,у) = (х) ЛОУ) RIER D = | (х,у) Таа, суа) ,证 明 这 个 二 重 积分 等 于 两 
个 单 积分 的 乘积 , 即 

[Дю ло) = асое [202]. 
4. 化 二 重 积分 
Ts [nao 
为 二 次 积分 (分 别 列 出 对 两 个 变量 先后 次 序 不 同 的 两 个 二 次 积分 ) ,其 中 积分 区 域 D 是 : 

(1) 由 直线 y=x 及 抛物 线 2 = 4x 所 围 成 的 闭 区 域 ; 

(2) х АЈА а + у = 2 (y>0) 所 围 成 的 闭 区 域 ; 

G) 由 直线 y=x,x=2 及 双 曲 线 y= 一 (x>0) 所 转 成 的 闭 区 域 ， 

(4) 环形 闭 区 域 | (x,y) 11<x +y <4|. 

5. 设 /(x,y) 在 D 上 连续 ,其 中 D 是 由 直线 y=x.y=a 及 x=4b (b> a) Hi ERAY A E, 
证 明 

| dx [0% = [ dy | J(x,y)dx. 
6. 改换 下 列 二 次 积分 的 积分 次 序 : 


(1) оа (2) [|а 

(3) ооа (4) fa” ay 

(5) U (6) [af Ae) dy. 
ЖО 


7. 设 平面 薄片 所 占 的 财 区 域 忆 由 直线 x+y=2,y=x 和 x* 轴 所 围 成 , 它 的 面 密度 
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ш(х,у) =а? + 六 , 求 该 薄片 的 质量 . 

8. 计算 由 四 个 平面 *=0,y=0,x=1,y=1 所 围 成 的 柱 体 被 平面 :=0 及 2x + Зу +: =6{ {% 
的 立体 的 体积 . 

9. 求 由 平面 x=0,y=0,x+y=1 所 围 成 的 柱 体 被 平面 :==0 及 抛物 面 x* +y =6 -: 19 
的 立体 的 体积 . 

10. Жи = +2y 及 z=6-2x* -y 所 围 成 的 立体 的 体积 . 

11. 画 出 积分 区 域 ,把 积分 2) dedy 表示 为 极 坐标 形式 的 二 次 积分 ,其 中 积分 区 域 
D 是 : 

(1) { (х,у) lx +y <a} (a>0); 

(2) { (x,7) 1° +у<2х}; 

(3) | (х,у) la <x +у «В|, ЖФ 0 <а<6; 

(4) { (х,у) 10<у<1 -х,0<х%11. 


12， 化 下 列 二 次 积分 为 极 坐标 形式 的 二 次 积分 : 
(1) алоо (2) [а 


i Viz 1 2 
3) dz | f(xz,y)dy; (4) | dx | f(x.y)dy. 
13. 把 下 列 积 分 化 为 极 坐 标 形 式 ,并 计算 积分 值 : 
(1) [ ax f (2 +) dy; (2) [ d [| уан 


1 х 1 " 252 . , 
(3) | dx |, (x +y) 72у; (4) [ dr | (x° +y )dx. 
14. 利用 极 坐标 计算 下 列 各 题 ， 
G) Је ао, ре а + ° = 4 所 围 成 的 闭 区 域 ; 


D 


(2) ind + жу) ао JU D ERA O +° = 1 及 坐标 轴 所 用 成 的 在 第 一 象限 内 
p 
的 闭 区 域 ; 


(3) [асап 二 do ,其 中 D ЩЩ Их + y =4 x + у? = 1 及 直线 y = 0,у = x 所 围 成 
的 在 第 一 象限 内 的 闭 区 域 . 
15. 选用 适当 的 坐标 计算 下 列 各 题 : 


2 
(п) 和 过 de, 其 中 已 是 由 直线 > = 2,y = x 及 曲线 o = 1 所 轩 成 的 闭 区 域 
D °“ 






TT 上 do ,其 中 D 是 由 圆周 x* +` = 1 及 坐标 轴 所 围 成 的 在 第 一 象限 内 的 


1+ +y 


O) J 


闭 区 域 ; 
(з) [oe +97) ао, Eh D eh AR y =x,y = x+a,y = a,y = За (а > 0) 所 围 成 的 闭 
D 
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区 域 ; 

(4) | VE + da, 其 中 局 是 圆 环形 闭 区 域 |(z,y) Та аву < P|. 

16. 设 平面 落 片 所 占 的 闭 区 域 由 螺 线 p=20 上 一 段 弧 (0<0< 子 与 直线 0= 子 所 轩 
成 , 它 的 面 密度 为 (x,y) =x +y. 求 这 薄片 的 质量 (图 10 -27). 





图 10 -27 图 10 -28 


17. 求 由 平面 y=0,y=kx (k>0) ,z=0 以 及 球 心 在 原点 ,半径 为 RR 的 上 半球 面 所 围 成 的 
在 第 一 卦 限 内 的 立体 的 体积 (图 10 -28). 

18. 计算 以 xOy 面 上 的 圆周 x + y” = ax 围 成 的 闭 区域 为 底 , 而 以 曲面 z=x* + y? 为 顶 的 
曲 顶 柱 体 的 体积 . 

“19， 作 适当 的 变换 ,计算 下 列 二 重 积 分 : 

(1) Јоу) si (x + y)dxdy, 其 中 凡是 平行 四 边 形 闭 区 域 , 它 的 四 个 顶点 是 (7m,0)， 
(2т,т),(т,2т) A(O, T); 

(2) Јо, D 是 由 两 条 双 曲 线 xy = 1 # xy = 2, 直 线 y = х у = 4x 所 围 成 的 
在 第 一 象限 内 的 闭 区 域 ; 

(з) edxdy, 其 中 是 由 x 轴 wy 轴 和 直线 x + y = 1 所 围 成 的 闭 区 域 ; 


JU +2) акау Jeh D = { (х,у) =. Еа < I} 


x 
2 
a a b 


(4 


— 


`20. 求 由 下 列 曲线 所 围 成 的 闭 区 域 D 的 面积 : 
(1) D 是 由 曲线 xy =4,xy=8,xy =5,xy =15 所 有 围 成 的 第 一 象限 部 分 的 闭 区 域 ; 
(2) D 是 由 曲线 y = x ,y=4x x =y x= 4y 所 围 成 的 第 一 象限 部 分 的 闭 区 域 . 
`21. WAKA D 是 由 直线 x+y=1,x=0,y=0 所 围 成 ,求证 


‚беу РЕК БР 
Гена =e sin l. 


“22. 选取 适当 的 变换 ,证 明 下 列 等 式 : 
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1 
(1) fe +) аа = [ AC) du а D = (х,у) аі + Iyl<1]; 
D 





1 
(2) Ја + by +e) drdy =2 | wl = flu Za. +b +c)du, 其 中 D=| (x,y) [х? +y < 
-i 
D 


1}, H a +b? #0. 


一 、 三 重 积分 的 概念 


定 积分 及 二 重 积分 作为 和 的 极限 的 概念 ,可 以 很 自然 地 推广 重 积分 . 
定义 ” 设 几 x,y,z) 是 空间 有 界 闭 区 域 2 上 的 有 界 函 数 . ея А п T 
小 闭 区 域 
Ашу» Mos ses „Ао, 
其 中 Aw 表示 第 i 个 小 闭 区 域 ,也 表示 它 的 体积 . 在 每 个 Aw 上 任 取 一 点 


(&,,1,,6,) ERRANCE ,ni,6;)Av，(i=1,2,…,n), 并 作 和 > (т.с) Ао, 如 果 当 


各 小 闭 区 域 直径 中 的 最 大 值 0 时 ,这 和 的 极限 总 存在 , 且 与 闭 区 域 O 的 分 法 及 
Ж (ёт, C) 的 取 法 无 关 ,那么 称 此 极限 为 函数 /(*,y,z) 在 闭 区 域 2 上 的 三 重 


积分 分 . t Je, y,z) ао, Вр 


fr x,y,z)dv = lim > /(£,,m é) Ар,, (3-1) 
a0 — 


其 中 f(x,y， ошай 函数 ,dv 叫做 体积 元 素 ， O 叫做 积分 区 域 . 分 区 域 . 

在 直角 坐标 系 中 ,如 果 用 平行 于 坐标 面 的 平面 来 划分 2, 那 么 除了 包含 2 的 
边界 点 的 一 些 不 规则 小 闭 区 域外 ,得 到 的 小 闭 区 域 Aw 为 长 方 体 . 设 长 方 体 小 闭 
区 域 Aw 的 边 长 为 As Ay, 与 Az W An = Ax Ay Аз. 因此 在 直角 坐标 系 中 ,有 
时 也 把 体积 元 素 dv 记 作 dxdydz, 而 把 三 重 积分 记 作 

| f(x,y,z)dxdydz, 

其 中 dxdydz 叫 做 直角 坐标 系 中 的 体积 元 素 

当 函 数 /(x,y,z) 在 闭 区 域 2 上 连续 时 ,(3 -1) 式 右 端 的 和 的 极限 必定 存 
在 ,也 就 是 函数 /(x,y,z) 在 闭 区 域 2 上 的 三 重 积分 必定 存在 . 以 后 我 们 总 假定 
函数 f(x,y,z) 在 闭 区 域 2 上 是 连续 的 , 三 重 积 分 的 性 质 与 第 一 节 中 所 叙述 的 二 
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重 积分 的 性 质 类 似 ,这 里 不 再 重复 了 . 
如 果 (x,y,z) 表 示 某 物体 在 点 (x,y,z) 处 的 密度 ,0 是 该 物体 所 占有 的 空间 


闭 区 域 ,f(x,y,z) 在 QQ 上 连续 ,那么 У Amot.) An, 是 该 物体 的 质 量 m 的 近 
似 值 ,这 个 和 当 A 一 0 时 的 极限 就 是 该 物体 的 质 量 m, 所 以 
m = м 


二 、 三 重 积 分 的 计算 


计算 三 重 积分 的 基本 方法 是 将 三 重 积 分 化 为 三 次 积分 来 计算 . 下 面 按 
利用 不 同 的 坐标 来 分 别 讨论 将 三 重 ыо. 分 的 方法 , 且 只 限于 统 
述 方法 . 


1. 利用 直角 坐标 计算 三 重 积 


假设 平行 于 z 轴 上 且 穿 过 闭 区 域 O 内 部 的 直线 与 闭 区 域 O 的 边界 曲面 S 相交 不 
多 于 两 点 . 把 闭 区 域 2 投影 到 x0y 面 上 ,得 一 平面 闭 
区 域 D, (E 10 -29). 以 D,, 的 边界 为 准 线 作 母 
线 平行 于 z 轴 的 柱 面 . 这 柱 面 与 曲面 5 的 交 线 从 S 
中 分 出 的 上 、 下 两 部 分 ,它们 的 方程 分 别 为 
S sz = z. hs y) a 
Saez =z (y), 
HP z (х,у) 5 z(x,y) #0 р, БАЕ, R. 
zi (x,y) S2, (x,y). $ DD, 内 任 一 点 (x,y) 作 平行 
于 z 轴 的 直线 ,这 直线 通过 曲面 S, FA Ор, 
后 通过 曲面 5, 穿 出 凡 外 , 穿 人 点 与 穿 出 点 的 竖 坐 
771] Az, (х,у) 5 z(x,y). 
在 这 种 情形 下 ,积分 区 域 2 可 表示 为 
О = | (=х,у,2) lz (x,y) <2%2,(х,у), (х,у) e D. |. 
ЖЖ х,у 看 做 定 值 ,将 /(x,y,z) 只 看 做 z 的 函数 ,在 区 间 [ z(x,y) ,z, (x,y)] 
上 对 z 积 分 . 积分 的 结果 是 xy 的 函数 , 记 为 F(x,y) , 即 
F(x,y) = [ER 
(х,у) 


тү(х,у 


然后 计算 P(x,y) 在 闭 区 域 5,, 上 的 二 重 积分 
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假如 闭 区 域 
D =} (xy) ly (x) arsy) ,oar 人 el ， 
把 这 个 二 重 积分 化 为 二 次 积分 ,于 是 得 到 三 重 积 分 的 计算 公式 
Nr 「 ах кө “ 45 [ов (3-2) 


AAG -2) 把 三 重 积分 化 为 先 对 了 、 次 对 y\、 最 后 对 x 的 三 次 积分 . 
如 果 平 行 于 x 轴 或 y 轴 且 穿 过 闭 区 域 4 内 部 的 直线 与 0 的 边界 曲面 S 相交 
不 多 于 两 点 ,也 可 把 闭 区 域 Q 投影 到 yOz 面 上 或 x0z 面 上 ,这 样 便 可 把 三 重 积 分 
化 为 按 其 他 顺序 的 三 次 积分 . 如 果 平 行 于 坐标 轴 且 穿 过 闭 区 域 2 内 部 的 直线 与 
边界 曲面 S 的 交点 多 于 两 个 ,也 可 像 处 理 二 重 积分 那样 ,把 O 分 成 若干 部 分 ,使 
人 2 上 的 三 重 积分 化 为 各 部 分 闭 区 域 上 的 三 重 积 分 的 和 . 


例 1 计算 三 重 积分 xdxdydz， 其 中 0 为 三 个 坐标 面 及 平面 x+2y+z=1l 


所 围 成 的 财 区 域 . 

解 ” 作 闭 区 域 O 如 图 10 -30 所 示 . 

将 0 投影 到 x0y 面 上 ,得 投影 区 域 D,, 为 三 角形 闭 
区 域 ОАВ. 直线 04、0B 及 AB 的 方程 依次 为 y=0 x=0 
及 x+2y=1, 所 以 








, =х&1[. 


在 D, 内 任 取 一 点 (x,y), 过 此 点 作 平行 于 z 轴 的 
直线 ,该 直线 通过 平面 z=0 穿 人 0 内 ,然后 通过 平面 :=  ^ 
1-х -2у% | О 外. В 10 -30 

于 是 ,由 公式 (3 -2) 得 


1 H 1-х-2у 
f| «ааа = | dx | I dy | xdz 
5 0 0 0 


= [ xdx h (l-x-2y)dy 


-1f (х —2x +x )dx == 


有 时 ,我 们 计算 一 个 三 重 积 分 也 可 以 化 为 先 计 算 一 个 二 重 积分 .再 计算 一 个 
定 积 分 , 即 有 下 述 计算 公式 . 
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设 空间 闭 区 域 
N= 1|1(®,у„8&)1(%,у) e Di 0 SS] 
其 中 D, 是 竖 坐 标 为 z 的 平面 截 闭 区 域 2 所 得 到 的 一 
个 平面 闭 区 域 (图 10 -31) , 则 有 


[era = |, а [| Же» (3—3) 


例 2 计算 三 重 积分 ] z2dxdydz, 其 中 心 是 由 椭 





НИШ; +2; + 2; = 1 所 转 成 的 空间 闭 区 域 
a С 
É ШИК О а 
=L ==, т<: 


боза) FE 2 
b C 
如 图 10 -32 所 示 . 由 公式 (3 -3) 得 


|I z dxdydz = |. 2 dz J dxdy 


n 


9 


y 2 








Б" 
y+ 
a 





š ЖМ a 4 
= b J ] = 2 == ] з. 
mab | | 2 |: dz j5 Tabe 


2. 利用 柱 面 坐标 计算 三 重 积 


ЮЖ M(x,y,z) 为 空间 内 一 点 ,并 设 点 М E хОу 面 上 的 投影 P 的 极 坐 标 为 p， 
9, 则 这 样 的 三 个 数 p,9,z 就 叫做 点 M 的 柱 面 坐标 (图 10 -33), 这 里 规定 p、9、z 
的 变化 范围 为 
О<о< +o， 
0<0=<2x, 
-æ <2< +. 
三 组 坐标 面 分 别 为 
pP= 和 负数 , 即 以 z 轴 为 轴 的 圆柱 面 ; 
9= 和 常数 , 即 过 z 轴 的 半 平 面 ; 
z= Ж, B хОу 面 平 行 的 平面 . 





显然 ,点 M 的 直角 坐标 与 柱 面 坐标 的 关系 为 图 10 -33 
x =pcos Ө, 
у =рвїп Ө, (3-4) 
z =, 
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现在 要 把 三 重 积分 用/(x,y,z) dv 中 的 变量 变换 


为 柱 面 坐标 . 为 此 ,用 三 组 坐标 面 p = 常数 ,9 = 常数 ， 
z= 常数 把 82 分 成 许多 小 闭 区 域 ,除了 含 О 的 边界 点 
的 一 些 不 规则 小 闭 区 域外 ,这 种 小 闭 区 域 都 是 柱 体 . 
今 考虑 由 p,9 和 =z 各 取得 微小 增 量 dp,d9 和 dz 所 成 
的 柱 体 的 体积 (图 10 - 34). 这 个 体积 等 于 高 与 底面 
积 的 乘积 . 现在 高 为 dz、 底 面积 在 不 计 高 阶 无 穷 小 时 
为 pdpd9 ( 即 极 坐 标 系 中 的 面积 元 素 ) ,于 是 得 

dv = pdpd0dz, 
这 就 是 柱 面 坐标 系 中 的 体积 元 素 . 再 注意 到 关系 式 (3 -4) ,就 有 


J| Kys) а: = || Е(р,ө,г)рараөч:, (3 5) 
n Nn 





Ep F(o,0,z) =f(peos 0,psin 0,2). (3 -5) 式 就 是 把 三 重 积 分 的 变量 从 直角 坐 
标 变换 为 柱 面 坐标 的 公式 . 至 于 变量 变换 为 柱 面 坐标 后 的 三 重 积分 的 计算 , 则 可 
化 为 三 次 积分 来 进行 . 化 为 三 次 积分 时 ,积分 限 是 根据 p,9 和 = 在 积分 区 域 2 中 
的 变化 范围 来 确定 的 ,下 面 通过 例子 来 说 明 . 

例 3 利用 柱 面 坐标 计算 三 重 积 分 ПЕВ 人 是 由 曲面 = x+ 六 与 


平面 z=4 所 围 成 的 闭 区 域 . 
R 把 闭 区 域 0 投影 到 x0y 面 上 ,得 半径 为 2 的 圆 形 闭 区 域 
D = \(р,0) 10<р<2,0<0<2т!. 
在 D, 内 任 取 一 点 (p,0), 过 此 点 作 平行 于 z 轴 的 直线 ,此 直线 通过 曲面 z = 
好 + 妇 穿 人 0 内 ,然后 通过 平面 z=4 穿 出 0 外 .因此 闭 区 域 O 可 用 不 等 式 


p <:<4, 0<р<2, 0<б@<2т 


来 表示 . 于 是 
| аа: = | 266464: = r d0 [ pdp f, zdz 
0 0 


-工作 dp 了 ‘yqp = Л] at 
=> | 40 | р(16 р )dp = 2т| sp | ea m 


`3. 利用 球面 坐标 计算 三 重 积分 


设 M(x,y,z) 为 空间 内 一 点 , 则 点 M 也 可 用 这 样 三 个 有 次 序 的 数 r,p 和 6 来 
确定 ,其 中 7 为 原点 0 与 点 人 M 间 的 距离 ,yp 为 有 向 线段 O 矿 与 : 轴 正 向 所 夹 的 角 ， 
Ө 为 从 正 z ЖЖ A x 轴 按 逆 时 针 方向 转 到 有 向 线段 0B 的 角 , 这 里 P 为 点 村 在 
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xOy 面 上 的 投影 (图 10 -35). 这 样 的 三 个 数 7r,p 和 0 叫做 点 M 的 球面 坐标 ,这 
里 r,p ЯП Ө 的 变化 范围 为 


О<г< +œ, 





О<ф=т, 
0<0=<2x. 
三 组 坐标 面 分 别 为 
r= 常 数 , 即 以 原点 为 心 的 球面 ; 
o = 常数 , 即 以 原点 为 项 点 z 轴 为 轴 的 圆锥 面 ; 
0= 常 数 , 即 过 z 轴 的 半 和 平面 . 
设 点 М ФЕ xOy 面 上 的 投影 为 P, 点 P 在 x Е 图 10 -35 


的 投影 为 4, 则 ОА =x,AP =y,PM =z. X 
OP =rsin р, 2 =rcos ф. 
因此 ,点 好 的 直角 坐标 与 球面 坐标 的 关系 为 
x = ОРсоѕ 0 = rsin gcos Ө, 
y = ОРѕіп Ө = rsin psin Ө, (3-6) 
z = rcos Ф. 

为 了 把 三 重 积分 中 的 变量 从 直角 坐标 变换 为 球 
面 坐标 ,用 三 组 坐标 面 r= 常 数 ,p = 常数 ,0 = 常数 
把 积分 区 域 2 分 成 许多 小 闭 区 域 . 考虑 由 r,p 和 8 
各 取得 微小 增 量 dr, аф 和 do 所 成 的 六 面体 的 体积 
(图 10 -36). 不计 高 阶 无 穷 小 ,可 把 这 个 六 面体 看 
做 长 方 体 , 其 经 线 方向 的 长 为 rdp, 纬 线 方向 的 宽 为 
rsinpdb, 问 径 方向 的 高 为 dr, 于 是 得 

dv =r sing drded0, 
这 就 是 球面 坐标 系 中 的 体积 元 素 . 再 注意 到 关系 式 
(3 -6) ,就 有 





>.) ааа = 机 Fre ,osinedrdede， (3-7) 
n n 


其 中 F(r,e,0) =f(rsin gcos 0,rsin еіп 9,reos ф). (3 -7) 式 就 是 把 三 重 积 分 的 
变量 从 直角 坐标 变换 为 球面 坐标 的 公式 . 

要 计算 变量 变换 为 球面 坐标 后 的 三 重 积分 ,可 把 它 化 为 对 r、 对 gp 及 对 9 的 
三 次 积分 ; 

知 积分 区 域 2 的 边界 曲面 是 一 个 包围 原点 在 内 的 闭 曲面 ,其 球面 坐标 方程 
JJ r=r(@,0) , 则 
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1 = ] Е(г,ф,Ө) г sin e drded0 


= [` ao f de ү F(r,p,0)r sin ф dr. 

当 积 分 区 域 2 为 球面 r=a 所 围 成 时 , 则 

= [ав | ае Се еен е ar. 
НЫ, 4 Е(г,ф,0) =1 时 ,由 上 式 即 得 球 的 体积 


3 
a 


2T т а 
= | do | sin eqe | de M 9. А У Д 
0 0 0 3 3 


这 是 我 们 所 熟知 的 结果 . 
例 4 求 半径 为 a 的 球面 与 半 顶 角 为 a 的 内 接 锥 

面 所 围 成 的 立体 (图 10 -37) 的 体积 . А 
解 ” 设 球面 通过 原点 0, 球 心 在 z 轴 上 ,又 内 接 锥 图 10 -37 

面 的 顶点 在 原点 O ,其 轴 与 z 轴 重合 , 则 球面 方程 为 +-=2acos gp, 锥 面 方程 为 9 = 

в. 因为 立体 所 占有 的 空间 闭 区 域 O 可 用 不 等 式 


0<r<2acosp, OQ0<wo<a, 0<б<2т 
Ф Ф 








来 表示 ,所 以 


27 a 2acos ф 
У = ] rsin р drded0 = | do | dp | rsin фіг 
0 0 0 


n 


Й ев =s І6та ү" 3 . 
=2= | sin gde | r dr= 3 | cos @sin ede 
0 0 0 





3 
4та 


3 (1 —cos'a). 





> 题 10-3 


1. 化 三 重 积 分 1 = ПЕЕ 为 三 次 积分 ,其 中 积分 区 域 O 分 别 是 
п 


(Т) 由 双 曲 抛物 面 xy =z 及 平面 x+y-1=0,z=0 所 围 成 的 财 区 域 ; 
(2) 由 曲面 z=x +y 及 平面 z=1 所 于 成 的 闭 区 域 ， 
(3) 由 曲面 z=x +2y 及 z=2-x 所 用 成 的 闭 区 域 ，; 


(4) йй сс = лу (c>0) „= + ат = 1,20 所 围 成 的 在 第 一 卦 限 内 的 闭 区 域 
a ) 


2. 设 有 一 物体 ,占有 空间 闭 区 域 2 = ||(x,y,:z)10<xs<s1,0<y<1,0<:<11, 在 点 
(x,y,z) 处 的 密度 为 p(x,y,z) =x*+y+z, 计 算 该 物体 的 质量 . 


3， 如 果 三 重 积 分 jJ x,y,z)dxdydz MRAR /(х,у,:) k C TER / (x) AON ЛЛ (г) 
0 
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的 乘积 , 即 f(x,y,z) = (х) (У) (2) АК 0 = | (х,у,2) Іа<х<0,с<у<а,1<2<т|, 
证 明 这 个 三 重 积分 等 于 三 个 单 积分 的 乘积 , 即 
рило [ Fy | Ayay | Cahdz. 
a 
4. 计算 J| 27 dxdyaz, Jt H O jeh hhi z= xy 与 平面 y=x,x=1 和 z=0 所 围 成 的 闭 
区 域 . i 
5. HE аара ПА, 所 围 成 的 四 
面体 . 
6. 计算 ] xyzdxdydz, 其 中 O HERH х +y? + 2 =1 及 三 个 坐标 面 所 围 成 的 在 第 一 卦 限 
内 的 闭 区 域 . 
7. 计算 用 edxdydz, 其 中 是 由 平面 :=0,z=y,y = 1 以 及 抛物 柱 面 y = =° 所 围 成 的 闭 
区 域 . É 
в. 计算 [| :dxdydz, 其 中 号 是 由 锥 面 == 二 ет с (R>0,h>0) 所 围 成 的 


闭 区 域 . 
9. 利用 柱 面 坐标 计算 下 列 三 重 积分 : 
о) Јао, 是 由 曲面 := /2- -ykz +y 所 围 成 的 闭 区 域 ; 
n 
(2) ] (х +y )dv, 其 中 是 由 曲面 x +y = 22 及 平面 z=2 所 用 成 的 闭 区 域 . 
`10. 利用 球面 坐标 计算 下 列 三 重 积 分 : 
(1) ] (x +y +2) д, Ж т ОНЕКИ х +y +z =1 所 围 成 的 闭 区 域 ; 
n 
(2) [[ г, Жи 区 域 2 由 不 等 式 x +y + (z = a) «а? к^ +у <z 所 确定 . 
n 
11. 选用 适当 的 坐标 计算 下 列 三 重 积 分 : 
(1) f ed 其 中 为 柱 面 x +y =1 及 平面 :=1,z=0,x=0,y=0 FFE pš fE — ER 
内 的 闭 区 域 ; 
* (27у i Vx +y +z dy, 其 中 人 是 由 球面 x +у +z =z 所 围 成 的 闭 区 域 ，; 
(3) ] (х +y )do, Жтт Ол 42° = 25 (х +y) 及 平面 :=5 所 围 成 的 闭 区 域 ; 
(4) [| (x +y dw, Ж! BJ X O ARERO < ag Vx +y +: <A,z>0 所 确定 . 
12. 利用 三 重 积 分 计算 下 列 由 曲面 所 围 成 的 立体 的 体积 : 
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(1) z=6 -x -у 及 z= Vx +7; 

“(2) x° +y +Z =2а: (a>0) 及 x +y =z (含有 z 轴 的 部 分 ) ; 

(3) z= Vx +y 及 z=% +y; 

ПР + эй 

“13. ЖЕЕ геа ЗЕ е = TL e =a 之 间 的 部 分 的 体积 . 

14. 求 上 、 下 分 别 为 球面 x* +y +: =2 和 抛物 面 z=x +y 所 围 立 体 的 体积 . 

"15. 球 心 在 原点 ,半径 为 R 的 球 , 在 其 上 任意 一 点 的 密度 的 大 小 与 这 点 到 球 心 的 距离 成 
正比 , 求 这 球 的 质量 . 


第 四 方 ” 重 积分 的 应 用 


由 前 面 的 讨论 可 知 , 曲 顶 柱 体 的 体积 .平面 薄片 的 质量 可 用 二 重 积 分 计算 ， 
空间 物体 的 质量 可 用 三 重 积 分 计算 . 本 节 中 我 们 将 把 定 积分 应 用 中 的 元 素 法 推 
广 到 重 积 分 的 应 用 中 ,利用 重 积 分 的 元 素 法 来 讨论 重 积分 在 几何 ,物理 上 的 一 些 
其 他 应 用 . 


一 、 曲 面 的 面积 


设 曲面 $ 由 方程 
2= (х,у) 
给 出 ,D ЖП S TE хОу 面 上 的 投影 区 域 ,函数 f(x,y) 在 D 上 具有 连续 偏 导 数 
fA.(x,y) 和 f(x,y). 要 计算 曲面 5 的 面积 A. 

在 闭 区 域 D 上任 取 一 直径 很 小 的 闭 区 域 do (这 小 闭 区 域 的 面积 也 记 作 
do). Æ do 上 取 一 点 P(x,y) ,曲面 S 上 对 应 地 
有 一 点 M(x,yJ(x,Y)), 点 M TE хОу 面 上 的 投影 即 
点 P. zx M АРНА 5 的 切 平面 设 为 7 (图 10—38). 
以 小 闭 区 域 do 的 边界 为 准 线 作 母线 平行 于 z 轴 的 
柱 面 ,这 柱 面 在 曲面 $ 上 截 下 一 小 片 曲面 ,在 切 平 
面 7 上 截 下 一 小 片 平面 .由 于 do 的 直径 很 小 , 切 平 
面 了 上 的 那 一 小 片 平面 的 面积 dA 可 以 近似 代替 相 
应 的 那 小 片 曲面 的 面积 . 设 点 M 处 曲面 $ 上 的 法 线 
(指向 朝 上 ) 与 : 轴 所 成 的 角 为 y, 则 图 10 -38 
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TER Q 
соз у 
1 
cos y = = = М 
1 +/ (х,у) +/)(х,у) 
所 以 


dA = /l+fi(z,y) +f (х,у) йс. 
这 就 是 曲面 S 的 面积 元 素 ,以 它 为 被 积 表 达 式 在 闭 区 域 D 上 积分 ,得 


A= | "í +f`(x,y) +/ (х,у) do. 





上 式 也 可 写成 





д2} дг\” 
[+ ШЕ dxdy. 
这 就 是 计算 曲面 面积 的 公式 . 
设 曲 面 的 方程 为 x=g(y,z) 或 y=h(z,x), 可 分 别 把 曲面 投影 到 yOz 面 上 
(投影 区 域 记 作 D,.) 或 zOx 面 上 (投影 区 域 记 作 D.) ,类 似 地 可 得 





L 设 两 平面 了 | II, 的 夹 角 为 68( 取 锐角 ) M БАИЈА ОЧЕ П, 上 的 投影 区 域 为 р, WJ D 的 面 
积 4 与 Do 的 面积 og 之 间 有 下 列 关系 : 
2.6 
7 cos 0 


事实 上 , 先 假定 D EREE B] < bu. ВНР F E m П,,П, 的 交 线 4, 边 长 为 a, 另 一 边 长 为 b (图 
10 -39) , 则 Do 也 是 矩形 闭 区 域 , 且 边 长 分 别 为 a 及 bcos 9, 从 而 





т =abcos 0 = Acos Ө, 
即 


[24 


cos 0 


在 一 般 情况 ,可 把 D 分 成 上 述 类 型 的 m A" | 8: JÉ B] P< b 
(不 计 含 边界 点 的 不 规则 部 分 ) , 则 小 矩形 闭 区 域 的 面积 水 








及 其 投影 区 域 的 面积 o 之 间 符合 A, ==. (k=1,2,…， 
m Noy 

m) ,从 而 2 4 = 2: 使 各 小 闭 区 域 的 直径 中 的 最 大 
ad сов 





者 趋 于 零 , 取 极限 便 得 = 2. 


169. 


第 十 章 ” 重 积分 








кыы 
A= ШИ + | (2) dzdx. 


例 1 求 半 径 为 a 的 球 的 表面 积 
解 ” 取 上 半球 面 方程 为 z= 
(х,у) lx +y <a. 





, 则 它 在 x0y 面 上 的 投影 区 域 D = 

















д2 е д2 3 a 
JHB + (8) — 
Но KAEA D 上 无 界 ,我 们 不 能 直接 应 HATERA. 所 以 先 取 区 
ЫР, =|(x,y)1x +y Sb} (0 <b <oa) 为 积分 区 域 ,算出 相应 于 D, 上 的 球面 面 


积 4 5,4 ba ЖА, 的 极限 由 就 得 半球 面 的 面积 . 















dxdy, 








利用 极 坐 标 , 得 
2 b 1 
А, = dpd0 =a d0 Pe 
| isa) бы е, 
° pdp 
=2лт@ =2та(а- a bY. 
[бу =. | 
тж 


lim А, = lim 2та(а - Ja -b ) =27a2. 
这 就 是 半 个 球面 的 面积 ,因此 整个 球面 的 面积 为 
А =4xa`. 
2 设 有 一 颗 地 球 同 步 轨道 通信 卫星 , 距 地 面 的 高 度 为 h=36 000 km, іа 
aa = :与 地 球 自 转 的 角速度 相同 . 试 计算 该 通信 卫星 的 图 盖 面积 与 地 球 表 
积 的 比值 (地 球 半 径 R=6 400 km). 
解 ” 取 地 心 为 坐标 原点 ,地 心 到 通信 卫星 中 心 的 连 线 为 : 轴 , 建 立 坐 标 系 ， 





П) ”这 极限 就 是 函数 = 在 闭 区 域 忆 上 的 所 谓 反常 二 重 积分 : 
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如 图 10 -40 所 示 . 
通信 卫星 覆盖 的 曲面 是 上 半球 面 被 半 顶 角 为 
a 的 圆锥 面 所 截 得 的 部 分 . 5 的 方程 为 


k 2 
z= VR -x -y, x +y <Rsin o. 





于 是 通信 卫星 的 覆盖 面积 ; 
А = ИШЕ 2x | аа 
=Í ey: 
[R - x -y 


其 中 р, 是 曲 而 X fE хОу 面 上 的 投影 区 域 ， 
D = | {ашу} lx? +y <R’sina}. 
利用 极 坐标 ,得 图 10 -40 


_ 2T Rsin а R _ Rsin a p 
A =Í do | re] Te == 
=2TR (1 -cos а). 


由 于 сва = А ЕИ 
+h 











A =2тК(1 же = 24 R° бетү 

由 此 得 这 颗 通 信 卫 星 的 覆盖 面积 与 地 球 表 面积 之 比 为 
A h 36 - 10° 5 i 
4TR2 2(R+h) 2(36+6.4) -10° и 


ни Баа, D E 8 T ФК с —Ш ЕЛ, B Ë И] = ЖИН 
他 角度 的 通信 卫星 就 可 以 柳 盖 几乎 地 球 全 部 表面 


利用 曲面 的 参数 方程 求 曲面 的 面积 
# Hm S 由 参数 方程 


х=ж(ш,0), 

у=у(и,0), (u,v)eD 

2=2(и,0) 
给 出 ,其 中 已 是 一 个 平面 有 界 闭 区 域 , 又 x(u,v),y(wu,v) ,z(u,v) 在 D 上 具有 连 
续 的 一 阶 偏 导 数 , 且 


д(х,у) д(у,2) д(2,х) 
Ə(u,o) ” Ə(u,o) ” ðlu,v) 
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不 全 为 零 , 则 曲面 5 的 面积 
4 = | JEG -Frdudy, 


其 中 
E =x +y +: ; 
F =x,x, 十 yy +z,Z,, 
G =x +у +2. 
下 面 我 们 对 例 2 用 球面 的 参数 方程 按 上 述 公 式 来 进行 计算 . 
三 的 参数 方程 为 
x = Rsin @ cos 0, 
y = Rsin @ sin Ө, (e,0) e р. 
2= К cos ф, 
IED. = | (Ф,0) І0<ф<а,0<0<2т|. 


H + / EG -F = R° sin Ф, T 
4 = | JEG - F’ dodo 


D po 


= [| Rsin eded0 = R° Í do | sine de. 
0 0 
ba 


=27R (1 -cos а) =2тЁ°. -e 


二 、 质 心 


先 讨论 平面 薄片 的 质心 . 
EE хОу 平面 上 有 并 个 质点 ,它们 分 别 位 于 点 (xy y), (х,,у„), с, 
(xy,) 处 ,质量 分 别 为 m m,m, 由 力学 知道 ,该 质点 系 的 质心 的 坐标 为 








M > ma, M S a, 
р y i=l Е x i=l 
wsm а F Ет А 
> т, > п, 


其 中 M= > т, 为 该 质点 系 的 总 质量 ， 


M = У mx:, М, = > m,y;, 


y 


分 别 为 该 质点 系 对 y WB x ШОШ. 
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设 有 一 平面 薄片 ,占有 x0y 面 上 的 闭 区 域 О, Е (х,у) АКАТА ДЕ 
и(х,у) ,假定 (x,Y) 在 现在 要 找 该 薄片 的 质心 的 坐标 . 

在 闭 区 域 D 上 任 取 一 直径 很 小 的 闭 区 域 do (这 小 闭 区 域 的 面积 也 记 作 
дс), (=, ra А 因为 do WEIRD, Н. и(х,у) Ер EE 
续 , 所 以 薄片 中 相应 于 dc НОА Л АЛДА F (х,у) do ,这 部 分 质量 可 近 
似 看 做 集中 在 点 (x,y) 上 ,于 是 可 写 出 静 和 矩 元 素 АМ, 及 dM,: 

dM, =xu(x,y)do, dM,=y(x,y)do. 

这 些 元 素 为 被 积 表 达 式 ,在 闭 区域 О 上 积分 , 便 得 


M, = Jae, M. = uz.) ао. 
又 由 第 一 节 知 道 ,薄片 的 质量 为 
M= | (х,у) о. 


所 以 ,薄片 的 质心 的 坐标 为 








с.) 4 т Јри.) ао 
da M 7 Јес) do = М 5 Јес) ао i 
D D 


如 果 薄 片 是 均匀 的 , 即 面 密度 为 常量 ,那么 上 式 中 可 把 4 提 到 积分 记号 外 面 
并 从 分 子 .分母 中 约 去 ,这 样 便 得 均匀 薄片 的 质心 的 坐标 为 


х=. fro, у= ао, (4-1) 
其 中 4= Јао 为 四 区 域 p пуш IL. 这 时 薄片 的 质心 完全 由 闭 区 域 D 的 形状 所 


决定 . 我 们 把 均匀 平面 薄片 的 质 i 心 叫做 这 平面 薄片 所 占 的 平面 图 形 的 形 心 . 因 
此 ,平面 图 形 D 的 形 心 的 坐标 ,就 可 用 公式 (4 - 1) 计算. 

例 3 求 位 于 两 圆 p =2sin Ө 和 p=4sin 9 之 间 
的 均匀 薄片 的 质心 (图 10 -41). 

解 ”因为 闭 区 域 D 对 称 于 yy 轴 , 所 以 质心 
C(x,y) 必 位 于 y 轴 上 ,于 是 x=0 

再 按 公式 





р 
计算 y. 由 于 闭 区 域 D 位 于 半径 为 1 与 半径 为 2 的 
两 圆 之 间 ,所 以 它 的 面积 等 于 这 两 个 圆 的 面积 之 
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差 , 即 4 = Зп. 再 利用 极 坐标 计算 积分 
Е = [= 0dod0 = [ sin 040 上 p` dpo 


= =29 sind =7т. 
3 Jo 


7т = 1 
ШК у= = 5 ,所 求 质心 是 c{ 9, 本 | 
类 似 地 ,占有 空间 有 界 闭 区 域 0 在 点 (x,y,z) 处 的 密度 为 p(z,y,z) 
p(x,y,z) 在 人 2 上 连续 ) 的 物体 的 质心 坐标 是 
x= соо, = рс, = аә), 


0 


其 中 M = Ј oyaa. 
“ 例 4 求 均匀 半球 体 的 质心 


解 ” 取 半球 体 的 对 称 轴 为 z 轴 ,原点 取 在 球 心 上 ,又 设 球 半径 为 . 则 半球 体 


所 占 空间 闭 区 域 


О= |(х,у,®) [х? +y +22 <a ,z=0|. 


显然 ,质心 在 z 轴 上 , 故 x=y=0. 
1 1 
=— ||| zpdv =— ||| zdv, 
ye 


其 中 8= 子 ma 为 半球 体 的 体积 . 


К = ] гсоѕ @ * rsin edrded0 = Í ao | cos osin ede [ rdr 
0 0 0 
0 





先 讨 论 平面 薄片 的 转动 惯量 . 
设 在 x0y 平 面 上 有 nn 个 质点 ,它们 分 别 位 于 点 
(W Yi) (2,9), ss, (Жу, 


质量 分 别 为 m ,m,,…,m,. 由 力学 知道 ,该 质点 系 对 于 x 轴 以 及 对 于 y 轴 的 
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I, = Улт, = 5 айны 


设 有 一 薄片 ,占有 хОу оа D, 在 点 (x,y) 处 的 面 密度 为 (x,y)， 
假定 (x,y) 在 D 上 连续 . 现在 要 求 该 薄片 对 于 x 轴 的 转动 惯量 1, 以 及 对 于 y 轴 
的 转动 惯量 L. 

应 用 元 素 法 . 在 闭 区 域 p 上 任 取 一 直径 很 小 的 闭 区 域 do (这 小 闭 区 域 的 面 
积 也 记 作 Че) , (x,y) 是 这 小 闭 区 域 上 的 一 个 点 . 因为 do 的 直径 很 小 , 有 (x,y) 
在 D 上 连续 ,所 以 薄片 中 相应 于 do 部 分 的 质量 近似 等 于 (x,y) do ,这 部 分 质 
量 可 近似 看 做 集中 在 点 (x,y) 上 ,于 是 可 写 出 薄片 对 于 x 轴 以 及 对 于 y 轴 的 转动 
惯量 元 素 

di =y n(x,y)do, а, =x u(x,y)do. 
这 些 元 素 为 被 积 表达 式 ,在 闭 区 域 D 上 积分 , 便 得 


ps 1, = [| Za y) о. 

BS 求 半径 为 a 的 均匀 半圆 薄片 ( 面 密度 为 
Жш u) 对 于 其 直径 边 的 转动 惯量 . 

解 ” 取 坐标 系 如 图 10 -42 所 示 , 则 薄片 所 占 闭 
区 域 





р = | (х,у) lx +y Sa ,y=0|, 
而 所 求 转动 惯量 即 半圆 薄片 对 于 x 轴 的 转动 惯量 L. 


I. = Је? =н || msin bdpdg =u Í ao [| p` sin’ Өр 
D D 





4 
sz. ("иии 2 
=" | sin 0d0 = ua = 一 Ma ， 
1 Ж ыз ые 
其 中 以 = 一 ma a 为 半圆 薄片 的 质量 


类 似 地 ,占有 空间 有 界 闭 区 域 2 在 点 (x,y,z) 处 的 密度 为 p(x,y,z) (假定 
P(x%,Y,z) 在 人 2 上 连续 ) 的 物体 对 于 x、y 和 z 轴 的 转动 惯量 为 


f. = (y +: )p(x,y,z)də, 
Ї 

I = ||| (Z +x )p(x,y,z) dv, 
Ї 


[= Ј ( x° +y )p(x,y,z) Ф. 


` 175 š 


FTE ERI 





`8J6 求 密度 为 p 的 均匀 球 对 于 过 球 心 的 一 条 轴 /的 转动 惯量 . 
解 ” 取 球 心 为 坐标 原点 ,z 轴 与 轴 1 重合 ,又 设 球 的 半径 为 a, 则 球 所 占 空 间 
闭 区 域 
О = {x,y,2) lx +y +2 Sa}. 
所 求 转动 惯量 即 球 对 于 z 轴 的 转动 惯量 为 
Į, = [| с +2) 


=p [| (rsin’ peos’0 + г sin psin Ө) г sin edrded0 
=p ] r'sin'edrded0 =p 1 4ө [| simede | гаг 
0 0 0 
| a` r" 2 4 2 
=p * 2qr ° се | sin gdo = Tap 9 =M, 


其 中 M = 3 ma p 为 球 的 质量 


四 、 引力 


下 面 讨论 空间 一 物体 对 于 物体 外 一 点 Po(xo ,yo ,zo) 处 单位 质量 的 质点 的 引 
力 问题 . 

设 物体 占有 空间 有 界 闭 区 域 02, 它 在 点 (x,y,z) 处 的 密度 为 p(x,y,z)， 
并 假定 p(x,y,z) 在 上 连续 .在 物体 内 任 取 一 直径 很 小 的 闭 区 域 dv (这 
闭 区 域 的 体积 也 记 作 do) ,(x,y,z) 为 这 一 小 块 中 的 一 点 . 把 这 一 小 块 物体 
的 质量 pdv 近似 地 看 做 集中 在 点 (x,y,z) 人 处 . 于 是 按 两 质点 间 的 引力 公式 ， 
可 得 这 一 小 块 物体 对 位 于 Po(xo,yo,zo) 处 的 单位 质量 的 质点 的 引力 近似 
地 为 

dF = (dF, ,dF ,dF.) 
[аети a Playz) (= yo) piaj) (2—4) 








а», С а», G 


T r 


dvl, 
其 中 dF., ПЕ, dF, 为 引力 元 素 dF 在 三 个 坐标 轴 上 的 分 量 , r = 
(кх) + (у-у) +(z-z) ,G 为 引力 常数 . 将 dF,,dF,,dF, 在 Q 上 分 别 


积分 , 即 得 
Е =(F,,F,,F,) 


-([| бобати) [я шы y, j GCp(w,y,z)(y -70) 4, 
r 








3 
r 
n n 
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f бр(х,у,2) (2-2,) 


3 
r 


dz |. 


如 果 考 虑 平面 薄片 对 薄片 外 一 点 PoC xo s Yo szo ) 处 单位 质量 的 质点 的 引力 ， 
设 平面 薄片 占有 x0y 平 面 上 的 有 界 闭 区 域 0, 其 面 密度 为 (x,y) ,那么 只 要 将 
上 式 中 的 密度 p(x,y,z) 换 成 面 密度 (x,y) ,将 O 上 的 三 重 积分 换 成 D 上 的 二 
重 积分 ,就 可 得 到 相应 的 计算 公式 . 

例 7 设 半径 为 R 的 质量 均匀 的 球 占有 空间 闭 区 域 2= | (x,y,z) lx +у + 
z? SR |. 求 它 对 位 于 M,(0,0,a) (a >R) 处 的 单位 质量 的 质点 的 引力 . 

解 ” 设 球 的 密度 为 po ,由 球 的 对 称 性 及 质量 分 布 的 均匀 性 知 F, = F. = 0 , PJ 
求 引力 沿 z 轴 的 分 量 为 


F, = || ср, 2 2 242 
D [x +y +(:-а) |? 


2-а 





ахау 


3 
х?+у?<К?-:? [x° +° ЕБ (2 -а)?)? 


R 
= Gpo W (z-a)dz 


R 2T м 62 –:2 
=Gp | (z-a)dz | do | МШЕ _ БЕЕН 
з ° do а (2а) 8 





m R l! _ ] 
=2т ео | 


= 2=Gp, | -2R + if - a)d VR – 2а2 + a | 





3 
= 206, | -3R юа) 
За 
47R 1 M 
i &=ш= =, 
a a 


其 中 M = 和 po 为 球 的 质量 , 上 述 结果 表明 :质量 均匀 的 球 对 球 外 一 质点 的 引 
力 如 同 球 的 质量 集中 于 球 心 时 两 质点 间 的 引力 ， 
习 题 10-4 


1. Ж х +y +z =а 含 在 圆柱 面 x* +y = ax 内 部 的 那 部 分 面积 . 
2. KHEM z= Vx +y 被 柱 面 z =2x 所 割 下 部 分 的 曲面 面积 . 


s 177 > 


ZTE ERI 





3. 求 底 圆 半径 相等 的 两 个 直 交 圆柱 面 +y = R° 及 x +z =R 所 围 立体 的 表面 积 . 

4. 设 薄 片 所 占 的 闭 区 域 D 如 下 , 求 均匀 薄片 的 质心 : 

(1) D Hi у= V2px,x=xo,y=0 所 围 成 ; 

(2) p REMMAK y) 1520), 

(3) D 是 界 于 两 个 贺 p = асоѕ 0,р = bcos 0 (0 <a <Б) Z la] Ну X bk. 

5. 设 平面 薄片 所 占 的 闭 区 域 D 由 抛物 线 y=x 及 直线 y=x 所 围 成 , 它 在 点 (x,y) 处 的 面 
Ж (х,у) =xy, 求 该 薄片 的 质心 . 

6. 设 有 一 等 腰 直 角 三 角形 薄片 , 腰 长 为 a, 各 点 处 的 面 密度 等 于 该 点 到 直角 顶点 的 距离 
的 平方 , 求 这 薄片 的 质心 . 

7. 利用 三 重 积 分 计算 下 列 由 曲面 所 围 立体 的 质心 ( 设 密度 p =1) : 

(1) Z =x +y ,2=1; 

“(2) z= VA -x -y z= Ма -x -y (A>a>0),z=0; 

(3) z = x° +y ,x+y=a,x=0,y=0,z=0. 

“8. 设 球 占有 闭 区 域 Q= | (x,y,z) 1x +y +z < 2R: | , 它 在 内 部 各 点 处 的 密度 的 大 小 等 
于 该 点 到 坐标 原点 的 距离 的 平方 . 试 求 这 球 的 质心 . 

9. 设 均匀 薄片 ( 面 密度 为 常数 1) 所 占 闭 区 域 D 如 下 , 求 指定 的 转动 惯量 : 


2 ° 
(1) D= (х,у)! tir sl 15 
а b 


(2) D HWYR y = 了 与 直线 x=2 所 围 成 , 求 上 和 工 ; 


(3) 了 为 矩形 闭 区 域 | (x,y)10<x<a,0<ys6| 3k 1, MZ. 

10. 已 知 均匀 矩形 板 ( 面 密度 为 常量 人/) 的 长 和 宽 分 别 为 & 和 ,计算 此 矩形 板 对 于 通过 
其 形 心 且 分 别 与 一 边 平行 的 两 轴 的 转动 惯量 . 

11. 一 均匀 物体 (密度 p 为 常量 ) 占 有 的 闭 区域 2 由 曲面 :==x +y 和 平面 :=0,1x| =a, 
Iyl =a 所 围 成 ， 

(1) 求 物体 的 体积 ; 

(2) 求 物 体 的 质心 ; 

(3) 求 物体 关于 z 轴 的 转动 惯量 . 

12. 求 半径 为 a、 高 为 h 的 均匀 圆柱 体 对 于 过 中 心 而 平行 于 母线 的 轴 的 转动 惯量 ( 设 密 度 
р=1). 

13. 设 面 密度 为 常量 的 质量 均匀 的 半圆 环形 薄片 占有 闭 区 域 D = |(х,у,0)!К, < 
Vx +y 三 R,,x 宇 0| , 求 它 对 位 于 z 轴 上 点 Mu(0,0,a) (a >0) 处 单位 质量 的 质点 的 引力 F. 

14. 设 均 匀 柱 体 密度 为 p, 占 有 闭 区 域 2= | (x,y,z) 1x +y SR OSSh) RER F I 
于 点 М,(0,0,а) (a >4) 处 的 单位 质量 的 质点 的 引力 . 
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hh EBE 


х,у) ЖАРИ) К = [а,Ь] x [c,d]W 上 的 连续 函数 . 在 [a,b] 上 
任意 取 定 x 的 一 个 值 ,于 是 f(x,y) 是 变量 y 在 [c,d] 上 的 一 个 一 元 连续 函数 ,从 
而 积 


[Ф 


存在 ,这 个 积分 的 值 依 赖 于 取 定 的 x 值 . 当 * 的 值 改 变 时 ,一 般 说 来 这 个 积分 的 
值 也 跟着 改变 . 这 个 积分 确定 一 个 定义 在 [a,5] 上 的 x 的 函数 ,把 它 记 作 w(x) ， 
即 
ф(х) = [0а (ах). (5-1) 

这 里 变量 x 在 积分 过 程 中 是 一 个 常量 ,通常 称 它 为 参 变量 ,因此 (5 -1) 式 右 端 是 
一 个 含 参 变量 x 的 积分 ,这 积分 确定 x 的 一 个 函数 p(x) ,下 面 讨论 关于 p(x) 的 
一 些 性 质 . 

定理 1 ШЕМ (х,у) ЖЕМ А = [а,Ь x [c,d] 上 连续 ,那么 由 积分 
(5 -1]1) 确 定 的 函数 g(x) 在 [a,b] 上 也 连续 . 

证 设 x 和 x+Ax 是 [a,b] 上 的 两 点 , 则 


v(x+Ax) -ф(х) = | [flx + Ax,y) -f(x,y) ]dy. (5-2) 


由 于 f(x,y) 在 闭 区 域 R 上 连续 ,从 而 一 致 连续 . 因此 对 于 任意 取 定 的 e >0 ,存在 
6 >0, 使 得 对 于 R 内 的 任意 两 点 (x,,y) 及 (x,,y,), 只 要 它们 之 间 的 距离 小 于 
ó, Bp 





V (z, =) + (у, у) <ô, 
就 有 
(х,у) - Ху) 1 <е. 
因为 点 (x+Ax,y) 与 (x,Y) 的 距离 等 于 1Ax1 ,所 以 当 IAxl <6 时 ,就 有 
(х + Дх,у) -f(x,y)| <e, 
于 是 由 (5 -2) 式 有 
lp(x+Ax) - ф(х) 1 


< | x+rAxy) Лоу) Idy <е(4-е). 





Q [а,Ь] х[с,4] = | (х,у) Іхє [a,b] ,ye [c,d]|, 称 为 [a,b] 和 [c,d] 的 直 积 . 
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所 以 ф(х) [а,Ь] Е. 
既然 函数 p(x) 在 [a,b] 上 连续 ,那么 它 在 [a,5] 上 的 积分 存在 ,这 个 积分 可 
以 写 为 


[еба = [ [оова = [= [Fay 
右 端 积分 是 函数 (x,y) 先 对 y 后 对 x 的 二 次 积分 . 当 f(x,y) 在 矩形 RR 上 连续 
时 ,f(x,y) 在 RR 上 的 二 重 积分 |/(x,y) dedy 是 存在 的 ,这 个 二 重 积分 化 为 二 次 
积分 来 计算 时 ,如 果 先 对 ;后 对 < 积分 ,就 是 上 面 的 这 个 二 次 积分 . 但 二 重 积分 
[Ay ахау 也 可 化 为 先 对 * 后 对 y 的 二 次 积分 [ [| Aey) dx] dr, 因此 有 下 


面 的 定理 2. 
定理 2 ШЕ (х,у) ЖЖЖ К = [а,Ь] xf[lc,dj] 上 连续 ,那么 
[Шо] ооа (5-3) 
公式 (5 -3) 也 可 写成 
[a [fx [ay [ayy ax. (5-3') 


下 面 考虑 由 积分 (5 - 1) 确定 的 图 数 p(xz) 的 微分 问题 . 
定理 3 ”如 果 函 数 f(x,y) 及 其 偏 导 数 f/(x,y) 都 在 矩形 R=[a,b] xlc,d| 
上 连续 ,那么 由 积分 (5 - 1) 确定 的 函数 g(x) 在 [a,b] 上 可 微分 ,并 且 











o'la) =E [Kady = [ .(x.y) ay. (5-4) 
证 “因为 w'(x) = lim PAE) ех) ,为 了 求 pg'(x), 先 利用 公式 (5 -2) 
作出 增 量 之 比 
ф(х + Дх) - ф(х) = 1 Кх + Ах, у) Ur y) iy. (5-5) 
Ах c Ax 
由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 以 及 A(x,y) 的 一 致 连续 性 ,可 得 
Кх + Ах,у) -/ (х,у) =f (x + ӨАх,у) 
Ах 
=f (х,у) +n(x,y, Ах), (5-6) 


其 中 0<0<1,171 可 小 于 任意 给 定 的 正 数 e, RE I Alh FEAE K ó. 
因此 
d d 
J по Ах) Фу < | edy=e(d-c) (1Ах1 <ô), 
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lim f n(x,y,Ax)dy=0. 
由 (5 -5) 及 (5 -6) 有 


k. = | 大 (ssy)dy+ | n(x,y, Ax) dy, 


S Ax 一 0 取 上 式 的 极限 , 即 得 公式 (5 -4). 
在 积分 (5 - 1) 中 积分 限 。 与 4 都 是 常数 . 但 在 实际 应 用 中 还 会 遇 到 对 于 参 
变量 x 的 不 同 的 值 , 积 分 限 也 不 同 的 情形 , 即 以 下 的 积分 


Bix) 
D(x) = | /\х,у)ду. (8-7) 


下 面 我 们 考虑 这 种 更 为 广泛 地 依赖 于 参 变 量 的 积分 的 某 些 性 质 . 
定理 4 ”如果 函数 f(x,y) 在 矩形 R=[a,b] x[c,d] 上 连续 ,函数 a(x) 与 
B(x) 在 区 间 [a,b] 上 连续 , 且 
c<a(x)<d, с<8(х)<4 (а<х<ьЬ), 
那么 由 积分 (5 -7) 确定 的 函数 B(x) 在 [a,b] 上 也 连续 . 


证 设 x 和 x+Ax 是 [a,b] 上 的 两 点 , 则 
B(x+Ax) B(x) 

fa + Ах,у)ду- | Р(х,у) Чу. 
Ах) а(х) 





P(x + Ах) -Ф(х) = | 


а(х+ 


因 为 
B(x+Ax) 
| ， f(x+Ax,y)dy 
«(х+Ах) 
а(х) B(x) B(x+Ax) 
= | fx + Ах,у)ду + | f(x +Ax,y)dy+ | f(x+Ax,y)dy, 
a(x+Ax) «(х) B(x) 
所 以 


Ф(х + Ах) -D(x) 
а(х) B(x+Ax) B(x) 
= Ао) + | Ke+rary)dy+ 人， (z + Az,y) Лау) 19 
(5-8) 
当 Az—0 时 ,上 式 右 端 最 后 一 个 积分 的 积分 限 不 变 ,根据 证 明定 理 1 时 同样 
的 理由 ,这 个 积分 趋 于 零 . 又 


а(х) 


J " + Ax,y)dy | <Mlalx+Ax)-alx)l, 
а(х+Дх) 





B(x+Ax) 
l. 
其 中 M 是 1f(x,y) 1 在 矩形 R 上 的 最 大 值 . 根据 a(x) 与 B(x) 在 [a,b] 上 连续 的 
假定 ,由 以 上 两 式 可 见 , 当 Ax—0 В, (5 -8) 式 右 端的 前 两 个 积分 都 趋 于 零 . 于 





fx + Axy) dy | <MIB(x + Дх) -В(х) 1, 
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是 , 当 Ax 一 0 HJ, 
D(x+Ax) -D(x)—0 (а<х<ьЬ), 
所 以 函数 B(x) 在 [a,b] 上 连续 . 
关于 函数 B(x) 的 微分 ,有 下 述 定理 : 
定理 5 如 果 函 数 /(x,y) 及 其 偏 导数 f(x,y) 都 在 矩形 R=[a,b] x [c,d | 
上 连续 ,函数 a(x) 与 B(x) 都 在 区 间 [ а,Ь] Ея, А 
c<a(x) <d, c<B(x)<d (а<х<ьЬ), 


那么 由 积分 (5 -7) 确定 的 函数 B(x) 在 la,b] 上 可 微 , 且 
d B(x) 


dx 


Ф'(х) = 


B(x) 
= ‚ f.(x,y)dy +f[x,B(x)]B'(x) —flx,a(x)]a' (x). (5-9) 


证 由 (5-8) 式 有 
D(x+Ax) - Q (x) 
Ax 


_ FP f(x + Axz,y) —f(z,y) l 
g [ы Ах dy TAx 








B(x+Ax) l ТРЕЕ 
| Да +h) dy = | f(x +Ax,y)dy. 
(5-10) 
当 Ax 一 0 时 ,上 式 右 端 的 第 一 个 积分 的 积分 限 不 变 , 根 据 证 明定 理 3 时 同样 

的 理由 ,有 





[к Ж + Ах у) у) д, 、 [| f (х,у) Чу. 


а(х) Ах 
对 于 (5 -10) 式 右 端的 第 二 项 ,应 用 积分 中 值 定理 得 
В(х+Ах) 
二 | f(x + Ах,у)ду = 1803 + Ах) -B(x) Jf(x +Ax,m), 


HP y Е В8(х) 5 В(х + Ах); [8]. 当 Ax 一 0 В, 
[Bs + Ах) -В(х) |—]3'(х), f(x+Ax,n)—Hx,B(x)|. 

于 是 

1 B(x+Ax) | | 

ан ka f(x +Ax,y)dy>fl x, B(x) ]B' (x). 
类 似 地 可 证 , 当 Ax 一 0 时 ， 

a(x+Ax) 

[О Aa tAr dy ea) la" (x). 

因此 , 令 Ax 一 0, 取 (5 -10) 式 的 极限 便 得 公式 (5 -9). 
公式 (5 -9) 称 为 莱 布 尼 茨 公式 . 
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例 1 设 B(x) = f с Ф'(х). 
Е ”应 用 莱 布 尼 茨 公式 ,得 


2 
к” 


Ф'(х) = | cos(xy) dy pm Trn 


х x 





В х2 ç 3 : 2 : 3 : 2 
= [52] + 281п х sinx _3sin x 一 2Sin х 





х х х х 
1 b a 
例 2 RIs | “== (0 <а <В). 
o lnx 
ж 因为 
j y b b a 
Я х _% =% 
[9% = [5]. = Inx’ 
所 以 


1 b 
{= Í da | x’ dy. 
0 a 


ХШ Ж /(x,y) =х' ШЖК = (0,1) x[a,b] 上 连续 ,根据 定理 2, 可 交换 积 
次 序 , 由 此 有 


b l b х! l b b +1 
ja dy | "ах = | =} = dy=j 
5 Y Вет š dy "arl 











例 3 计算 定 积分 7 I 
° І+х 
解 ован 的 积分 所 确定 的 要 


显然 ,p(0) =0,p(1) =l 根据 公式 (5 -4) 得 











, x А 
о (а) 0 Та ауе 
把 被 积 函 数 分 解 为 部 分 分 式 ,得 到 
x ] - а х а 
= + zt . 
(1 +ox)(] +°) ET 1 十 和 r= 


А 1 ' — adx хах айх 
Ф (а) 1 |} Гав" | Tr | | а) 
_ l 
] + 
上 和 式 在 [0,1j] 上 对 a 积分 ,得 到 











1 т 
ql -In(l +a) +2192 +a |+ 
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p(1) -Ф(0) 
! In(1 +a) 1 ! da m a 
= 一 d ln 2 d 
| lan о з C hisa Abies | 
即 
2 214182. т .mn2__ ратро 
2 4 4 2 4 
从 而 
[= 2. 
“ 习 题 10-5 


1. 求 下 列 含 参 变量 的 积分 所 确定 的 函数 的 极限 : 
(1) lim “s Se (25 limf, Ма +y dy; 


0 1 +x° +y 
(3) limf у cos( xy) dy. 
2. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
A) gla) = |” Огыт ху) (2) ela) = [| gy; 
tj pta) = 人 arctan dy; (4) p(x) = [Ге 
з. Р(х) = | Охо) dy JER SO) 951 0 y R oR Е"(х). 
4， 应 用 对 参数 的 微分 法 ,计算 下 列 积分 : 


] +acos x dx 





G) 1= Í m (1а1<1); 


1 – асоѕ х cosx 


(23 = f In( cos? x +a°sin? x)dx (а>0). 
0 


5. 计算 下 列 积分 : 
(1) [ arcan x dx 


v1 == 


1 ьа 
(2) [ sin( In „Р 二 dx (0<a<b). 


ln x 
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Н} 


(1) 积分 | dz | 。 ”dy 的 值 是 ; 
(D йик р = (e) l + (207) = 


2. 以 下 各 题 中 给 出 了 四 个 结论 ,从 中 选 出 一 个 正确 的 结论 


(1) 设 有 空间 闭 区 域 2，= |(x,y,z) | x +y + 2 < R.,z > OF 0, = | (yz) 1 
x +y +Z < R',x > 0,y > 0,z > 0}, 6 ( ); 


cat Ба а || а б saa [эв 


f 


о ена (D) || ходо =4 || ога 


nı f 


(2) 设 有 平面 闭 区 域 D= | (х,у) 1 -а<х<а,х<уѕа|,р, = |(х,у)!0<х<а,х<у<а}|, 


则 ] (ху + cos xsin у) ахду = ( ); 
D 


(А) 2 | cos xsin ydxdy (B) 2 || хучхау 


D| p, 


) а | (ху + cos xsin у) ахду (D) 0 


(3) 设 /(z) 为 连续 函数 ,P(D) = | [7(z)dz, 则 严 (2) = ( ). 


(A) 2/(2) (B) /(2) 

(C) -/(2) (D) 0 

з. 计算 下 列 二 重 积分 : 

G) ож) ydo ,其 中 旋 是 顶点 分 别 为 (0,0),(1,0),(1,2) 和 (0,1) 的 梯形 闭 


D 


区 域 ; 


(2) || (x -y )do, ЖФ D= | (х,у) 10 <у<ѕіпх,0<х«т|; 


D 


(3) | VRE -x -y do, JEt D JEDIJA xè + ° = Rx 所 围 成 的 闭 区 域 ; 


D 


(4) Í (у? +3z-6y+9)de Ж D = | (х,у) lx? +y <А? |. 
D 


4. T n 


of "i “aiii 
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(2) [ кш L dy [| х,у); 


o) f в. ТЕТ" 
5. 证 明 : 
[ө [ е" Ха) = f (а – х)е"(* f(r) х. 

6. 把 积分 Јоу) ахау 表 为 极 坐标 形式 的 二 次 积分 ,其 中 积分 区 域 D = | (xy) 1x < 
алака. 

7. 设 f(x,y) 在 闭 区 域 D= | (х,у) 1x +y <у,х20| 上 连续 , 且 

х,у) = М Ef dray, 

Ж Masy): | 

8， 把 积分 A(x,y,z) dxdydz 化 为 三 次 积分 ,其 中 积分 区 域 Q ЕНИН: =з ку y = 
及 平面 y=1, =0 所 轩 成 的 闭 区 域 

9. 计算 下 列 三 重 积分 : 

(1) аи жуа а +y + Z <2К: (R>0) 的 公共 


部 分 ; 
mi 其 中 0 EH х +y +Z =1 所 围 成 的 闭 区 域 ; 


х +y +2 +] 
(3) je +z)dv, 其 中 人 是 由 x0y 平 面 上 曲线 y=2x 绕 x 轴 旋转 而 成 的 曲面 与 平面 


x=5 所 围 成 的 闭 区 域 . 
10. Ж (х) НЕК ТР, 


ИЄ +y +22) о Јл + у) іс 
Е(1) = N) Р G(t) & (а) - 
| Кә? +y ydo Í а?) ах 


DUD 
其 中 Q2(1) = | (х,у, 2) lx? +y +z <r} „D(t) = | (х,у) | x2 +y <|. 
(1) С Ег) ТЕ ТАЈ (О, + оо ) 内 的 单调 性 ; 





(2) 证 明 当 :>0 时 ,CO) >G. 


11, 求 平面 一 + 地 ial 被 三 坐标 面 所 割 出 的 有 限 部 分 的 面积 . 


12. 在 均匀 的 半径 为 R 的 半圆 形 薄 片 的 直径 上 ,要 接 上 一 个 一 边 与 直径 等 长 的 同样 材料 
的 均匀 和 矩形 薄片 ,为 了 使 整个 均匀 薄片 的 质心 恰好 落 在 圆心 上 , 问 接 上 去 的 均匀 和 矩形 注 片 另 
一 边 的 长 度 应 是 多 少 ? 
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13. ЖИА у= 及 直线 y=1 所 围 成 的 均匀 注 片 ( 面 密度 为 常数 凡 ) 对 于 直线 
y= -1 的 转动 惯量 

14. 设 在 x0y 面 上 有 一 质量 为 M 的 质量 均匀 的 半圆 形 注 片 ,占有 平面 闭 区 域 = | (x,y) | 
“+S R y>0) ,过 圆心 0 垂直 于 注 片 的 直线 上 有 一 质量 为 m 的 质点 P,OP = a. REMEN 
片 对 质点 P WII. 


15. 求 质量 分 布 均匀 的 半 个 旋转 杠 球 体 2= | (zy 0-1 ,220 |] 的 





质心 . 
“16. 一 球形 行星 的 半径 为 RR, 其 质量 为 W ,其 密度 呈 球 对 称 分 布 ,并 向 着 球 心 线性 增加 . ЯТ 
行星 表面 的 密度 为 零 , 则 行星 中 心 的 密度 是 多 少 ? 
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上 一 章 已 经 把 积分 概念 从 积分 范围 为 数 轴 上 一 个 区 间 的 情形 推广 到 积分 范 
围 为 平面 或 空间 内 的 一 个 闭 区 域 的 情形 .本 章 将 把 积分 概念 推广 到 积分 范围 为 
一 段 曲 线 弧 或 一 片 曲面 DD 的 情形 (这 样 推广 后 的 积分 称 为 曲线 积分 和 曲面 积 
分 ) ,并 阐明 有 关 这 两 种 积分 的 一 些 基 本 内 容 . 


第 一 节 ”对 弧 长 的 曲线 积分 


、 对 弧 长 的 曲线 积分 的 概念 与 性 质 


曲线 形 构件 的 质量 在 设计 曲线 形 构件 时 ,为 了 合理 使 用 材料 ,应 该 根据 构 
件 各 部 分 受 力 情况 ,把 构件 上 各 点 处 的 粗细 程度 设计 得 不 完全 一 样 . 因此 ,可 以 
认为 这 构件 的 线 密度 (单位 长 度 的 质量 ) 是 变量 . 假 > 
设 这 构件 所 处 的 位 置 在 x0y 面 内 的 一 段 曲 线 弧 上 上 ， 
它 的 端点 是 4.8, 在 L 上 任 一 点 (x,y) 处 , 它 的 线 密度 
иб х,у). 现在 要 计算 这 构件 的 质量 m( 图 11 -1). 

如 果 构 件 的 线 密度 为 常量 ,那么 这 构件 的 质量 就 
等 于 它 的 线 密度 与 长 度 的 乘积 . 现在 构件 上 各 点 处 的 
线 密度 是 变量 ,就 不 能 直接 用 上 述 方法 来 计算 . 为 了 
克服 这 个 困难 ,可 以 用 天 上 的 点 Mi,M,,…,M, ,把 L 
分 成 nn 个 小 段 , 取 其 中 一 小 段 构件 MM,，, М, ЖТТ. 在 线 密度 连续 变化 的 前 提 下 , 
只 要 这 小 段 很 短 , 就 可 以 用 这 小 段 上 任 一 点 (&,,7n,) 处 的 线 密度 代替 这 小 段 上 其 
他 各 点 处 的 线 密度 ,从 而 得 到 这 小 段 构件 的 质量 的 近似 值 为 

ULEN) Аѕ,, 

其 中 Аз, IR M., 了 的 长 度 ,于 是 整个 曲线 形 构件 的 质量 








11-1 


m= > Сё, ьт) Аз,. 
TE 


@ ”本章 讨论 的 都 是 具有 有 限 长 度 的 曲线 和 有 具有 有 限 面 积 的 曲面 
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用 和 表示 个 小 弧 段 的 最 大 长 度 . 为 了 计算 m 的 精确 值 , 取 上 式 右 端 之 和 

当 A 一 0 时 的 极限 ,从 而 得 到 
m=lim > HULE: Ni) Аѕ,. 

这 种 和 的 极限 在 研究 其 他 问题 时 也 会 遇 到 , 现在 引进 下 面 的 定义 :. 

定义 iè LA хОу 面 内 的 一 条 光滑 曲线 弧 , 函 数 /(x,y) 在 L 上 有 界 .在 L 上 
任意 插入 一 点 列 М,,М,, M. M L ZYP n 个 小 段 . 设 第 i 个 小 段 的 长 度 为 
As. 又 (&,,7;) 为 第 i 个 小 段 上 任意 取 定 的 一 点 , 作 乘 积 f(é&;,”n;)As,， (1=1, 
2,…,n) ,并 作 和 > f(é&,,m;)As,, 如 果 当 各 小 弧 段 的 长 度 的 最 大 值 \ 一 0 时 ,这 和 
的 极限 总 存在 , 且 与 曲线 弧 L 的 分 法 及 点 (&;,7m;) 的 取 法 无 关 , 那 么 称 此 极限 为 函 
数 败 xz,yY) 在 曲线 弧 忆 上 对 弧 长 的 曲线 积分 或 第 一 类 曲线 积分 , 记 作 Ју») а, 80 


[л х„у)Чз = lim > Fén) AS 
Hh f(x,y) ЩА ЯЯ СА 24 L ЩА У 50 Ру. 
在 第 二 目 中 我 们 将 看 到 , 当 f(x,y) 在 光滑 曲线 弧 L 上 连续 时 ,对 弧 长 的 曲线 


积分 [f(x,y)ds 是 存在 的 . 以 后 我 们 总 假定 Kx,y) 在 上 上 是 连续 的 . 
根据 这 个 定义 ,前 述 曲 线形 构件 的 质量 m 当 线 密度 w(x,y) 在 工 上 连续 时 ， 
就 等 于 (x,y) 对 弧 长 的 曲线 积分 , 即 
m = psy) ds. 


上 述 定 义 可 以 类 似 地 推广 到 积分 弧 段 为 空间 曲线 弧 古 的 情形 , 即 函 数 
f(x,y,z) 在 曲线 弧 厂 上 对 弧 长 的 曲线 积 2 








у) = tim У F E Th ЁЁ, 
MEL (或 厂 ) 是 分 段 光滑 的 ,我 们 规定 函数 在 L (或 夏 ) 上 的 曲线 积分 等 
于 也 数 在 光滑 的 各 段 上 的 曲线 积分 之 和 . 例如 , 设 工 可 分 成 两 段 光滑 曲线 弧 工 
K L, (WE L = L, + L,) ,就 规定 
| fx,7) ds = | f(x ,y)ds + 0). 
ШЖ L je BJ Zk IA RS х,у) EAR L КАГУ ТЕУ А іс 





O 就 是 说 ,LL (sk Гур ДИЯ В Ez , Е Ë: ñ Ла yG Wr. 以 后 我 们 总 假定 上 (oK P) ЕЕЕ D sk 
分 段 光滑 的 . 
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H фра, у) ds. 


由 对 弧 长 的 曲线 积分 的 定义 可 知 , 它 有 以 下 性 质 : 
性 质 1 kag ATA, Л] 


[| Tefü.) +Вв(х,у) lds =a {f(x,y)ds +В | (х,у). 
性 质 2 车 积 分 弧 段 了 上 可 分 成 两 段 光 滑 曲线 弧 L. 和 L, M 
ооа = | fGay)ds+ | Лоу) а 
性 质 3 设 在 L 上 f(x,y)<g(x,y), 则 
е [| абу) 
特别 地 ,有 





| оа < [| æy) las 


二 、 对 弧 长 的 曲线 积分 的 计算 法 


ЖЕ 设 f(x,y) 在 曲线 弧 L 上 有 定义 且 连 续 ,L 的 参数 方程 为 
x=e@(t), 

| зї 
# Ф(1) w(t) 在 [a,B] 上 具有 一 阶 连续 导数 ,上 且 o) +0 (1) #0,Ш) ЩЩ #447 


[/G y) ds 存在 , 且 


[Kads ео исо) Ме rp Cd (а<в). (1-1) 
证 “假定 当 参数 1 由 a 变 至 B 时 ,L 上 的 点 M(x,y) 依 点 4 至 点 8 的 方向 撞 
出 曲线 弧 L 在 上 上 取 一 列 点 
A=M,,M,,M,,-- M _,,М, =B, 
它们 对 应 于 一 列 单调 增加 的 参数 值 
G =t <t, <t, < <t, <t, =B. 


根据 对 弧 长 的 曲线 积分 的 定义 ,有 


(о<ї<8), 


[Ayas =lim > F Eini) Asi- 
ТЖ яд (£ m ) 对 应 于 参数 值 r, 即 专 =p(7,) т; = у(т,), AE t Sr Sst. 由 于 
Аз, = [ Jor) +y” (1) б, 
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应 用 积分 中 值 定理 ,有 





As, = Jo” (т) +y” (Tl) At, 
Ж At =t —- t. t. Sr <t. 于 是 





Јо) =m E Де(т) (z) (е7 (т) Hy) An. 


由 于 函数 Vp (1) +p (1) EAEE a 8) EÉ o Inf a m E t Л 
т! 换 成 7 呈 ,从 而 


fr) ds в У Те(т) ф(т)1у/Ф (т) рт) At 
ЕТА Е Д И ВВС S e) ,y(t)] Ve (с) + (1) ЕК ag] 上 
的 定 积分 ,因为 这 个 函数 在 [a,B] 上 连续 ,所 以 这 个 定 积分 是 存在 的 ,因此 上 式 
左 端的 曲线 积分 | (х,у) ds 也 存在 ,并 且 有 


[a y) ds = СООРО, +" (t)dt (e <8). (1-1) 
公式 (1 - 1) 表明 ,计算 对 弧 长 的 曲线 积分 [f(x,y)ds t, REHE xy ds 依次 


HH ф(1) PA) Ve” (1) +0? (1) dt, 然 后 从 a 到 8B 作 定 积分 就 行 了 ,这 里 必须 注 
意 , 定 积 分 的 下 限 a 一 定 要 小 于 上 限 8. 这 是 因为 ,从 上 述 推 导 中 可 以 看 出 ,由 于 小 
弧 段 的 长 度 Аз, 总 是 正 的 ,从 而 Ar >0, 所 以 定 积分 的 下 限 a 一 定 小 于 上 限 В. 
如 果 曲 线 弧 工 由 方程 

y=y(x) (x <x< X) 
给 出 ,那么 可 以 把 这 种 情形 看 做 是 特殊 的 参数 方程 

х={,у=ф(#) (x,<t< X) 
的 情形 ,从 而 由 公式 (1 -1) 得 出 


f(xy) ds = | flx pla) ] V1 +y” (к) ах (x, < X). (1-2) 


类 似 地 ,如 果 曲 线 弧 工 由 方程 
х=ф(у) (yo<y<Y) 
给 出 ,那么 有 


о) = | Лео) I VIt Ody (yo <Y). (1-3) 
公式 (1 -1) 可 推广 到 空间 曲线 弧 r 由 参数 方程 





D 它 的 证 明 要 用 到 函数 VYg“ (1) +y? (50) 在 闭 区 间 [a,B] 上 的 一 致 连续 性 ,这 里 从 略 . 
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х=Фф(1),у=0(1),2=0(1) («<т<8) 
给 出 的 情形 ,这 时 有 


B 
оде = [Ao wD) оо) МРС) + CD +e" (u) di 
(о <В). (1-4) 
例 1 计算 人 ds ,其 中 L 是 抛物 线 y =< 上 点 0(0,0) 与 点 B(1,1) 之 间 的 


一 段 弧 (图 11 -2). 
a HT LH) E 





给 出 ,因此 





[| yas = [ ма 1 + (х) ?ах = [ * A +4х 4л 


- [1504897] =үу(545-1). 
例 2 计算 半径 为 RR、 中 心 角 为 2a 的 圆 弧 工 对 于 它 的 对 称 轴 的 转动 惯量 1 
( 设 线 密度 j=1). 
解 ” 取 坐标 系 如 图 11 -3 所 示 , 则 


1 = | y ds. 





图 11 -2 图 11 -3 


为 了 便于 计算 ,利用 工 的 参数 方程 
x=Rcos0,y=Rsin Ө (-a<0<a). 


TË 





За ЕСУ z |А К?віп2Ө V( – Rsin Ө) + ( Reos 0) ЧӨ 


€ 5 R° sin 201“ 
3 2 Afa 
=R f| sin odo = |° ы | 
R? 
= 可 (22 一 sin 2а) = R`(a -sin о cos а). 
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йз 计算 曲线 积分 | (x* ++) ds, 其 中 古 为 螺旋 线 x = acos ty = 
asin t.z=kt 上 相应 于 1 从 0 8] 2т 的 一 段 弧 . 
解 +7 +2)ds 


z [ [ (acos 1) + (asin i) + (kt)? ] /( -asin t) ° + (acos t)? + k°dt 
o 
T i 27 
= | (а? +з?) /@ +I a= Ve 9 
0 
0 
=n а? +k (3a +4т° k). 


习 题 11-1 


1. BE x0y 面 内 有 一 分 布 着 质量 的 曲线 弧 工 ,在 点 (x,y) 处 它 的 线 密度 为 (x,y). 用 对 
弧 长 的 曲线 积分 分 别 表达 : 

(1) 这 曲线 绝对 x 轴 、 对 y 轴 的 转动 惯量 L l; 

(2) 这 曲线 弧 的 质心 坐标 х,у. 

2. 利用 对 弧 长 的 曲线 积分 的 定义 证 明 性 质 3. 

3. 计算 下 列 对 弧 长 的 曲线 积分 : 


(1) $ (° +y )"ds, 其 中 工 为 圆周 x =acos t,y =asin t (0</<2т); 
(2) | (x+y)ds, 其 中 了 为 连接 (1,0) 及 (0,1) 两 点 的 直线 段 ; 
(3) fads, EP LHH HER y =x 及 抛物 线 y=x* 所 围 成 的 区 域 的 整个 边界 ; 


(4) 下 eds, 其 中 了 为 圆周 妇 + 六 = 下 ,直线 y=x 及 x 轴 在 第 一 象限 内 所 图 成 的 遍 形 
的 整个 边界 ; 
(5) | 二 一 sds, 其 中 厂 为 曲线 =ercos ty = e'sin =е' 上 相应 于 4 从 0 变 到 2 的 
га EY FZ 
ХОЙ; 
(6) | zyzds, 其 中 卫 为 折线 48CD, 这 里 4.B.C.D 依次 为 点 (0,0,0)、(0,0,2)、 
(1,0,2) .(1,3,2); 


(7) Је. І Н) bt y = а(а- ѕіп 1) ,у=а(1 - соѕ 1) (0<г<2т); 


(8) | (x° +y )ds, 其 中 L JJH х =a( cos t +tsin t),y =a(sin 1 —Icos t) (0<1<27). 


4. 求 半 径 为 a 中心 角 为 29 的 均匀 圆 弧 ( 线 密度 j=1) 的 质心 . 
5. 设 螺旋 形 弹 簧 一 轿 的 方程 为 x=acos t,y =asin (,z = kt, А 0 <= 2m. Ë DU Zü 98 H£ 
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р(х,у,2) = x° +y +z’. Ж: 
(1) 它 关 于 =z 轴 的 转动 惯量 L; 
(2) 它 的 质心 . 


第 二 节 ”对 坐标 的 曲线 积分 


一 、 对 坐标 的 曲线 积分 的 概念 与 性 质 


变 力 沿 曲 线 所 作 的 功 ” 设 一 个 质点 在 хОу 面 内 受到 力 
F(x,y) =Р(х,у)ї + Ф(х,у)ј 
的 作用 ,从 点 А 沿 光滑 曲线 弧 工 移动 到 点 B, 其 中 函数 P(x,y) 与 0(x,y) 在 L 上 
连续 . 要 计算 在 上 述 移动 过 程 中 变 力 F(x,y) 所 
作 的 功 (图 11 -4). 

我 们 知道 ,如 果 力 是 恒 力 , 且 质 点 从 4 沿 
直线 移动 到 В, Z Bi JJ F 所 作 的 功 W Së Jn] Bz 
F 5 f ABK g EAR, HB к 

Т =Е. AB. 
现在 F(x,y) 是 变 力 , 且 质 点 沿 曲线 上 移动 , 功 W 
不 能 直接 按 以 上 公式 计算 . 然而 第 一 节 中 用 来 处 


F(Š;, n) 





理 曲 线形 构件 质量 问题 的 方法 ,原则 上 也 适用 于 图 11 -4 
目前 的 问题 . 
先 用 曲线 弧 工 上 的 点 M (х,у), М, (х,у), a Enn за 03 L T 


п ДУ Лу Ez, K R 1 [в] hE M,- с. ШЕМ, M ‚М, 光滑 而 且 很 
短 ,可 以 用 有 向 线段 。 
M.M. =(Ax,)i+(Ay,)j 
来 近似 代替 它 ,其 中 Arz = x, — x... Ay = y, — y. 又 由 于 函数 P(xz,y) 与 
Q(x,y) 在 L 上 连续 ,可 以 用 万 ,，，M. 上 任意 取 定 的 一 点 (&,,n,) 处 的 力 
FPF(é.5m) =P(ë,,m )i+ Q(£,,m,)j 
来 近似 代替 这 小 弧 段 上 各 点 处 的 力 . 这 样 , 变 力 F(x， y) 沿 有 向 小 弧 段 MM „М, 
作 的 功 AW, 可 以 认为 近似 地 等 于 恒 力 Е (2, от) М, ҮМ, {ЕЙ 
AW,=F(ë,,n,) ' M, M, 
即 
AW =P(£ n) Ах, +C ,m,)Ay.. 
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于 是 


W = > АЎ, = > [P(£ n:i) Ax; + OCEN) Ау, ]. 
用 和 A 表示 nn 个 小 弧 段 的 最 大 长 度 , 令 A 一 0 取 上 述 和 的 极限 ,所 得 到 的 极限 
自然 地 被 认 作 变 力 F 沿 有 问 曲 线 弧 所 作 的 功 , 即 
W= lim > [P(£,,m )Ax, +C n) Ду; ]- 
这 种 和 的 极限 在 研究 其 他 问题 时 也 会 遇 到 . 现在 引进 下 面 的 定义 : 
定义 ” 设 了 为 xOy 面 内 从 点 4 到 点 下 的 一 条 有 向 光滑 曲线 驱 ,函数 PCx,y) 
与 O(x,y) 在 上 上 有 界 . 在 了 上 沿 工 的 方向 任意 插入 一 点 列 M (x,y), 
М,(х,,у,) M xz ) ,把 工分 成 n 个 有 向 小 弧 段 
ne 
M; M, (i=1,2;°… nM, =4,M, =B}. 


` i 
设 Ах, = х; = Xi ‚ Ау; к у. - у, 1,8 (4,7) AM, ,MI 上 任意 取 定 的 点 , 作 乘 H 


P(E m:i) Ax; (i=1,2,…,n) ,并 作 和 У P(&,,n,)Ax,, 如 果 当 各 小 弧 段 长 度 的 最 大 
(Ë À >O 时 ,这 和 的 极限 总 存在 , 且 与 曲线 弧 了 的 分 法 及 点 (上 ,7 ) 的 取 法 无 关 , 那 么 
称 此 极限 为 函数 P(x,y) 在 有 向 曲线 弧 L 上 对 坐标 x 的 曲线 积分 , 记 作 |p y) ds. 


n 


类 似 地 ,如果 lim У lénn) Ду, 总 存在 , 且 与 曲线 弧 了 的 分 法 及 点 ( 志 ,m, ) 的 取 法 


无 关 , 那 么 称 此 极限 为 函数 0(x,y) 在 有 向 曲线 弧 L 上 对 坐标 y 的 曲线 积分 , 记 作 
[90х.) ay. 即 


[| Р(х,у) іх k > Р Сё p ) Хар, 


| 90.2) = im > Q(é, ,m7) Ayi, 
其 中 Р(х,у) .O(x,y) 叫 做 被 积 函 数 ,了 叫做 积分 弧 段 . 
以 上 两 个 积分 也 称 为 第 二 类 曲线 积分 . 
在 第 二 目 中 我 们 将 看 到 , 当 Р(х,у) 与 0(x,y) 在 有 向 光滑 曲线 弧 上 上 连续 
时 ,对 坐标 的 虹 线 积分 [P(x,y) dx 及 [Q (z,y)dy 都 存在 . 以 后 我 们 总 假定 
P(x,y) 与 0(%x,y) 在 L 上 连续 . 
上 述 定义 可 以 类 似 地 推广 到 积分 弧 段 为 空间 有 向 曲线 弧 厂 的 情形 : 





р] ji | D 
j P(x,y,z)dx = 之 P(E snbi) Aw, 
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J Oya dy т У 0(& nt) Ay,» 


ЕЕЕ R(E. ‚т, б) Az. 
应 用 上 经 常 出 现 的 是 
| РО.) ах + | QC) dy 
这 种 合并 起 来 的 形式 ,为 简便 起 见 ,把 上 式 写 成 
РО) dx + 0(х,у)4у, 
也 可 写成 向 量 形式 
[ #0) . dr, 
OB F(x,y) =P(x,y)i+Q(x,y)j аа, dr = dxi + дуу. 
例如 ,本 目 开 始 时 讨论 过 的 变 力 F 所 作 的 功 可 以 表达 成 
W = РО) + Q(z.y)dy, 


或 
W = J F(x,y) Чг. 
类 似 地 ,把 
k P(x,y,z)dx + |, Q(x,y,z)dy + |, R(x,y,z)dz 
简写 成 
|, P(x,y,z)dx +Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz, 
或 


Аб) “dr, 
ЕФ A(x,y,z)=P(x,y,z)i+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)k,dr = ахі + dyj + dzk. 
如 果 (а Г) ВОКА), Jü TI HE R REA e RIL (sk Г) 上 对 坐 
标的 曲线 积分 等 于 在 光滑 的 各 段 上 对 坐标 的 曲线 积分 之 和 . 
根据 上 述 曲 线 积 分 的 定义 ,可 以 导出 对 坐标 的 曲线 积分 的 一 些 性 质 . 为 了 
表达 简便 起 见 ,我 们 用 向 量 形式 表达 ,并 假定 其 中 的 向 量 值 旺 数 在 曲线 上 上 
0. 





© MRR Р(х,у) ТЕН L Е ЯЕ: р ЕЕ Мо (хо уо). L ERIA М(х,у) L 
АЕМ, 时 ,有 IF(x,y) — Е(хо, уо) 1—0. $ F(x,y) = Р(х,у) + О(х, у), Ш F(v.y) {Е L БА 
P(x,y) Olx, ЈЕ L F WE k. 
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性 质 1 设 a 与 B 为 常数 , 则 
| ТР, (х,у) +BF,(x,y)] + dr 


=a |F,(x,7) dr +p | F (х,у) -dr 
性 质 2 зш Жэ TINAA RRA 1) Н 255 L, 和 L, Л] 
| ко.) .dr = 人 F(x,y) ` dr + | #0) .dr 
性 质 3 设 工 是 有 向 光滑 曲线 弧 ,上 -是 荆 的 反 向 曲线 弧 , 则 
Е) + de= = | Р(х,у) + ar: 


证 把 分 成 n 小段, 相应 的 L 也 分 成 n 小段 . 对 于 每 一 个 小 弧 段 来 说 , 当 
曲线 弧 的 方向 改变 时 ,有 向 弧 段 在 坐标 轴 上 的 投影 ,其 绝对 值 不 变 , 但 要 改变 符 
号 ,因此 性 质 3 成 立 . 

性 质 3 表示 , 当 积 分 弧 段 的 方向 改变 时 ,对 坐标 的 曲线 积分 要 改变 符号 . 因 
此 关于 对 坐标 的 曲线 积分 ,我们 必须 注意 积分 弧 段 的 方向 . 

一 性 质 是 对 坐标 的 曲线 积分 所 特有 的 ,对 弧 长 的 曲线 积分 不 具有 这 一 性 质 . 而 
对 弧 长 的 曲线 积分 所 具有 的 性 质 3, 对 坐标 的 曲线 积分 也 不 具有 类 似 的 性 质 . 


二 、 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 法 


定理 设 P(x,y) 与 0(x,y) 在 有 向 曲线 统 L 上 有 定义 且 连 续 ,L 的 参数 方 
程 为 
х=ф(ї), 
л 
当 参 数 ;单调 地 由 a 变 到 B 时 ,点 М(х,у) 从 工 的 起 点 4 沿 二 运动 到 终点 В, 
o(1) 与 少 (0) 在 以 w 及 有 为 端点 的 闭 区 间 上 具有 一 阶 连续 导数 , 且 Ф? (1) + 


p?) 0, 则 曲线 积分 | PCs,y) dx +0(x,y)dy 存在 , 且 
роо) + Q(x,y)dy 


В 
=f 1PLe(b p) jo (t) +0[ plt), pt) jy Ct) | di. бор) 
证 “在 大 上 取 一 列 点 
A=M,,M ,M,,-—- ,,M,=B, 


0 9 


它们 对 应 于 一 列 单调 变化 的 参数 值 
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а = tosti sta," t. t, = B. 
根据 对 坐标 的 曲线 积分 的 定义 ,有 
[ PG y) ds = lim У P(ë,,m,.) Ax; 
RACEN) А] ЛУ F ЖЇН т,, В, Solr), n yl) ,这 里 7, 在 点- 与 点 之 间 . 
由 于 
Ах; = x, 一 和 %i_1 =@(t,) Фб.) 
应 用 微分 中 值 定 理 ,有 
Дх, = (7; )А!,, 
其 中 At =, -toor Eta t Z ll. 于 是 
| PCy) dx = im У Р[ф(т,) ,ф(т,) 1ф'(т, ) At 
因为 函数 pg'(1) 在 闭 区 间 [a,B]」( 或 [B6,a]) 上 连续 ,我 们 可 以 把 上 式 中 的 + 换 
成 rz,D, 从 而 
[Pda = lim > Р[ф(т;),ф(т,) ]ф'(т;) At; 
В 
上 式 右 端的 和 的 极限 就 是 定 积分 | РГ (и) yo) d, h FEN PLEU), 


YCE) Тео) 连续 ,这 个 定 积分 是 存在 的 ,因此 上 式 左 端的 曲线 积分 | P(x,y)dx 也 
存在 ,并 且 有 
оода = | PEED wD) ledt. 
同 理 可 证 
[Qed = Op) со a, 
把 以 上 两 式 相 加 ,得 


Јр») +0(х,у) у 


= РФС) Со 20700) + ОГС) исо Со а, 


这 里 下 限 a HAF LWE, ER 8 对 应 于 了 的 终点 ， 
公式 (2 -1) 表 明 ,计算 对 坐标 的 曲线 积分 


Р(х,у) ах + 0(х,у)ду 


© 它 的 证 明 要 用 到 函数 g'(1) 在 闭 区 间 上 的 一 致 连续 性 ,这 里 从 上 略 . 
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时 ,只 要 把 x、y、dx、dy KRI o) ypa) p(t)diww'(t)dt, 然 后 从 LL 的 起 点 
所 对 应 的 参数 值 a 3] L 的 终点 所 对 应 的 参数 值 8 作 定 积分 就 行 了 ,这 里 必须 注 
意 , 下 限 a 对 应 于 工 的 起 点 ,上 限 B 对 应 于 工 的 终点 ,a 不 一 定 小 于 8. 

如 果 工 由 方程 y=y(x) 或 x=g(y) 给 出 ,可 以 看 做 参数 方程 的 特殊 情形 , 例 
如 , 当 工 由 y=w(x) 给 出 时 ,公式 (2 -1) 成 为 


|Psy) а +0(х,у) ау 


= |, \Р[х„ф(х)] + Ох, у(х) 10 ' (х) 1а, 


这 里 下 限 a 对 应 工 的 起 点 ,上 限 5b 对 应 L 的 终点 . 
公式 (2 -1) 可 推广 到 空间 曲线 古 由 参数 方程 
x=@(t),y=wW(t),z=@(t) 
给 出 的 情形 ,这样 便 得 到 


руа) dr + Q(z,y,z)dy + Ску) б 


= f PLEO yO wg) + 
О[е(),у(),в() 10 (1) +R ф(ї) Y), olt) 10" (1) | di, 
这 里 下 限 a хл Г KWEA, ERBI Г 的 终点 . 
例 1 计算 | zydx, 其 中 了 为 抛物 线 史 = 上 从 点 4(1, -1) 到 点 B(1,1) 的 
一 段 弧 ( 图 11 -5). 
解法 一 “将 所 给 积分 化 为 对 x 的 定 积分 来 计算 . 由 
于 y= +Vx 不 是 单 值 函数 ,所 以 要 把 工分 为 40 和 OB 两 
部 分 . 在 АО 上 ,y= -Vx,x 从 1 变 到 0; 在 OB Е, 
y=Vx,x 从 0 变 到 1. 因此 


[оч = f xydx + | xydx 


= [ x -Jx ) dx + | vd 





1 3 4 
=2 Í x? dz = 


解法 二 ”将 所 给 积分 化 为 对 y 的 定 积 分 来 计算 ,现在 *= 妇 ,从 -1 变 到 
1. 因此 


ов = [о 2 a] = 
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例 2 计算 | dx 其 中 了 为 (图 11 -6): 

(1) 半径 为 a、 圆 心 为 原点 . 按 逆 时 针 方 向 绕 行 的 上 半圆 周 ; 
(2) 从 点 4(a,0) 沿 * 轴 到 点 B( -a,0) 的 直线 段 . 

解 (1) LESIE 


x=acos 0, y=asin 0 


当 参 数 0 从 0 变 到 тт 的 曲线 弧 . 因此 
[4 = [ а?ѕіп'Ө( —asin 0)d0 = a° [ (1 – соѕ: 0) 4( cos 0) 


3 
соѕ 01” 4 3 
= а | cos 0Ü-————| = 一 一 4 . 


3 j| 3 
(2) 工 的 方程 为 Y=0,x 从 a 变 到 -a. 所 以 
| y dx = f 0dx = 0. 


从 例 2 看 出 ,虽然 两 个 曲线 积分 的 被 积 函数 相同 ,起 点 和 终点 也 相同 ,但 沿 
不 同 路 径 得 出 的 积分 值 并 不 相等 . 


例 3 计算 | 2<ydx +x dy, 其 中 工 为 (图 11 -7) : 





图 11 -0 


(1) 抛物 线 y=x 上 从 0(0,0) 到 B(1,1) 的 一 段 弧 ; 

(2) 抛物 线 x=y 上 从 0(0,0) 到 B(1,1) 的 一 段 弧 ; 

(3) 有 向 折线 04B, 这 里 0,4,B 依次 是 点 (0,0),(1,0),(1,1). 
解 (1) 化 为 对 x ERS. Liy =x, x 从 0 变 到 1. 所 以 


1 1 
| 2xydx +x dy = | (2x x° +x • 2x) dx =4 Í xdr = 1. 
L 0 0 
(2) 化 为 对 y 的 定 积分 . Z:r =y 从 0 变 到 1. 所 以 


І ' 
| 2xydx + x dy = | (2у'<у+2у+у')йу=5 [ Y dy = 1. 
L 0 0 
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(3) | 2xydx + x? dy = k 2xydx + z? dy + | „ 2xydx + 好 dy， 

在 04 上 ,y=0,x 从 0 变 到 1, 所 以 
k 2хуйх +x dy = [ (2x .0+x2 ·- 0) х =0 

在 4B 上 ,x=1,y 从 0 变 到 1, 所 以 
f, 2dr + dy = { (2y +#0+1)йу=1. 
从 而 
[ 209 +°ду =0 +1 af. 

从 例 3 可 以 看 出 ,虽然 沿 不 同 路 径 ,曲线 积分 的 值 可 以 相等 . 

例 4 计算 | dx +32 dy -x*ydz, 其 中 厂 是 从 点 4(3,2,1) 到 点 B(0,0,0) 


的 直线 段 AB. 
解 直线 段 AB 的 方程 是 
S „Ж... 
3 2 1 
化 为 参数 方程 得 
x=3t,y=2t,z=t,t 从 1 变 到 0. 


所 以 

[x dx + 32 dy - a yd 

[ LOD? +3 +3121)? +2- (305214 =в7 га -到 

5 设 一 个 质点 在 点 M(x,y) 处 受到 力 FF 的 作用 ,F 的 大 小 与 点 必 到 原点 

О 的 距离 成 正比 ,F 的 方向 恒 指 向 原点 . 此 质点 由 点 4(a,0) 沿 椭圆 二 + i 
a 


逆 时 针 方 向 移动 到 点 B(0.b),;K Jj F 所 作 的 功 W. 
ОМ = хі +yj, 1ОМ1 = /Z +y. 


解 
由 假设 有 五 = -k(xi+y) ‚Ж k>0 是 比例 常数 .于 是 
W = БЕ . dr = |А — kxdx – Буду = -k |. хах + уду. 





= [x = асоѕ t, 
АОВ RUS 4 SOR B MAPA I =0, з. Fi 
у =bsin t, 
т I А 
W = =] ( - а cos t sin t +) sin t cos t)dt 
0 
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=, i k 
=k 2 р? Е ， =— > = b° 
(a "у | sin t cos tdt P (a b Ya 


三 、 两 类 曲线 积分 之 间 的 联系 


设 有 向 曲线 弧 工 的 起 点 为 4, 终 点 为 有. 曲线 弧 工 由 参数 方程 

x=e@(t), 

А 
给 出 ,起 点 4 与 终点 B 分 别 对 应 参数 a 与 B. 不 妨 设 a<B (а> В, 1] s = 
-1,А.В 对 应 s= -as= -B, 就 有 (-a)<(=-B), 把 下 面 的 讨论 对 参数 进行 
即 可 ) ,并 设 函 数 g(1) 与 (1) 在 闭 区 间 [a,B6] 上 具有 一 阶 连续 导数 , 且 gp (t) + 
W(t) 关 0, 又 函数 P(x,y) 与 0(x,y) 在 KL 上 连续 .于 是 ,由 对 坐标 的 曲线 积分 计 
算 公 式 (2 -1) 有 


роо) de + Q(x,y) dy 


B 
= [| IPLE) ,wD) Jo) + Гео) С) Jy C) 1 dr. 


我 们 知道 ,向 量 7=g'(t)i+yw'(1)j АНН LEAM olt), yt) ) 处 的 一 
个 切 向 量 , 它 的 指向 与 参数 上 的 增长 方向 一 致 , 当 w<B8 时 ,这 个 指向 就 是 有 向 曲 
线 弧 工 的 方向 . 以 后 ,我们 称 这 种 指向 与 有 向 曲线 弧 的 方向 一 致 的 切 向 量 为 有 向 
曲线 弧 的 切 向 量 . 于 是 ,有 向 曲线 弧 工 的 切 向 量 为 
т=ф'(ї)ї+'(1)], 
它 的 方向 余弦 为 
COS Q = e (t) » COS = y0) 网 
Je” a) + (1) Ме” (1) +y” (1) 
由 对 弧 长 的 曲线 积分 的 计算 公式 可 得 


| [P(x,y)cos a +Q(x,y)cos Blds 

















= [20000 00) е) — + 
a Ve (1) +? (0) 











(e) ; ; 
Qf 9g(1) 水 (0 ] Y | п туа 
J o Vo (t) + (1t)dt 


В 
=Í (PLECE) (0) lo) +0[е() p) Jy (0 1 dt. 
HHE eJ DL ERR L EARRA FKR: 
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| Pdz +Qdy= | (Peos а + Qeos В) 4з, (2-2) 


其 中 a(xz,y) 与 B(x*,y) 为 有 向 曲线 弧 了 在 点 (x*,y) 处 的 切 向 量 的 方向 角 . 
类 似 地 可 知 ,空间 曲线 弧 厂 上 的 两 类 曲线 积分 之 间 有 如 下 联系 : 


| Рах + Qdy + Rdz = | (Peos а + Qeos В + Reos у) ds, (2 =35 
r 


Аф а(х, у,2) .B(x,y,z) 、y(x,y,z) 为 有 向 曲线 弧 械 在 点 (x,y,z) 处 的 切 向 量 的 
方向 角 . 

两 类 曲线 积分 之 间 的 联系 也 可 用 向 量 的 形式 表达 . 例如 ,空间 曲线 弧 厂 上 
的 两 类 曲线 积分 之 间 的 联系 可 写成 如 下 形式 : 


fA- dr= ат (2-4) 
或 
А а= | А, (2 — 45 


ЖФА = (Р,0,К) ‚т = (cos а, соѕ В,соѕ yy) 为 有 向 曲线 弧 丁 在 点 (x,y,z) 处 的 单位 
切 向 量 ,dr = тіз = (dx,dy,dz) , 称 为 有 向 曲线 元 ,4, 为 向 量 A 在 向 量 + 上 的 投影 . 


2] 题 11-2 


1. 设 了 为 x0y 面 内 直线 x*=a 上 的 一 段 ,证 明 : 
Í P(x,y)dx =0. 
2. 设 了 为 x0y 面 内 x 轴 上 从 点 (a,0) 到 点 (六 ,0) 的 一 段 直线 ,证 明 ， 
| P(x,y) dx = [ P(x,0) dx. 

3. 计算 下 列 对 坐标 的 曲线 积分 : 

п) (x -y )dx, Eh L EMYR y= 上 从 点 (0,0) 到 点 (2,4) 的 一 段 弧 ， 

(2) fayda, JEP L HW -a)? +y =a (a>0) 及 * 轴 所 围 成 的 在 第 一 象限 内 的 区 
域 的 整个 边界 ( 按 逆 时 针 方向 绕 行 ) ; 

(3) [ydx +xdy, 其 中 氏 为 圆周 *=Reos t,y = Rsin + 上 对 应 1 从 0 到 于 的 一 段 弧 ; 


y)dy Sth LHA х +5 а? ( 按 道 时 针 方向 绕 行 ) ; 





a) g tx 


2 2 
x +y 


(5) |* a +zdy -ydz, 其 中 Г HH х =k0,y =acos 0,2 =asin Ө 上 对 应 9 从 0 到 的 一 段 弧 ; 
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(6) | xdx+ydy + (жу -1)dz, 其 中 丁 是 从 点 (1,1,1) 到 点 (2,3,4) 的 一 段 直线 ; 


(7) dx - dy +ydz, 其 中 古 为 有 向 闭 折线 ABCA, хв A B,C 依次 为 点 (1,0,0)、 
(0,1,0).(0,0,1); 

(8) [| C -2zy)dx + (9? -2xy) dy, 其 中 工 是 抛物 线 y=x* 上 从 点 ( -1,1) 到 点 (1,1) 的 
一 段 弧 . 

4. 计算 (x+7)dx+(y-x)dy, 其 中 是 : 


(1) 抛物 线 y =x 上 从 点 (1,1) 到 点 (4,2) 的 一 段 弧 ; 

(2) 从 点 (1,1) 到 点 (4,2) 的 直线 段 ; 

(3) 先 沿 直线 从 点 (1,1) 到 点 (1,2) ,然后 再 沿 直线 到 点 (4,2) 的 折线 ; 

(4) 曲线 x=22 +4+1,y= 刀 +1 上 从 点 (1,1) 到 点 (4,2) 的 一 段 弧 . 

5. 一 力 场 由 沿 横 轴 正方 向 的 恒 力 F 所 构成 . 试 求 当 一 质量 为 m 的 质点 沿 圆周 x? + 
y=RR 按 逆 时 针 方向 移 过 位 于 第 一 象限 的 那 一 段 弧 时 场 力 所 作 的 功 . 

6. 设 z 轴 与 重力 的 方向 一 致 , 求 质量 为 m 的 质点 从 位 置 (x, ,yi ,zi ) 沿 直线 移 到 (x, ,y, ,z,) 
时 重力 所 作 的 功 . 

7. 把 对 坐标 的 曲线 积分 | Р(х,у) dx + Q(x,y) dy 化 成 对 弧 长 的 曲线 积分 ,其 中 L 38: 

(1) 在 x0y 面 内 沿 直线 从 点 (0,0) 到 点 (1,1); 

(2) 沿 抛物 线 y=x? 从 点 (0,0) 到 点 (1,1); 

(3) Ж ЕЁ x +y =2x 从 点 (0,0) 到 点 (1,1). 

8. 设 厂 为 曲线 x=1t,y = z = 上 相应 于 1 从 0 变 到 1 的 曲线 弧 , 把 对 坐标 的 曲线 积分 


[Pax + 04у + Rdz 化 成 对 弧 长 的 曲线 积分 . 
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一 、 格 林 公 式 


在 一 元 函数 积分 学 中 ,牛顿 — 3 # J К Z+ zÀ 
[есе = F(b) = Fla) 
表示 :F(x) 在 区 间 [a,b] 上 的 积分 可 以 通过 它 的 原 函 数 R(x) 在 这 个 区 间 端 点 
上 的 值 来 表达 . 


下 面 要 介绍 的 格林 (Green ) 公式 告诉 我 们 ,在 平面 闭 区 域 D 上 的 二 重 积 分 
可 以 通过 沿 闭 区 域 D 的 边界 曲线 LL 上 的 曲线 积分 来 表达 . 


. 204 . 


第 三 节 格林 公式 及 其 应 用 





现在 先 介绍 平面 单 连通 区 域 的 概念 . 设 D 为 平面 区 域 ,车 D 内 任 一 闭 曲线 
所 围 的 部 分 都 属于 D, 则 称 D 为 平面 单 连通 区 域 ,否则 称 为 复 连通 区 域 . 通俗 地 
说 ,平面 单 连通 区 域 就 是 不 含有 “ 洞 " (包括 点 “ 洞 " ) 的 区 域 , 复 连通 区 域 是 含有 
“ 洞 "(包括 点 “ 洞 ”) 的 区 域 . 例如 ,平面 上 的 圆 形 区 域 |(x,y) lx +y <1|、 上 半 
平面 |(x,y)1y >0| 都 是 单 连通 区 域 , 圆 环形 区 域 |(x,y)11 <x +y <4}, 
| (x,y)10<x +y <2| 都 是 复 连 通 区 域 . 

对 平面 区 域 了 的 边界 曲线 工 ,我 们 规定 二 的 正 向 
如 下 : 当 观 察 者 沿 工 的 这 个 方向 行走 时 ,D 内 在 他 近 
处 的 那 一 部 分 总 在 他 的 左边 . 例如 ,D 是 边界 曲线 也 
及 1 所 围 成 的 复 连 通 区 域 (图 11 -8), 作 为 D 的 正 癌 
边界 ,L 的 正 向 是 逆 时 针 方 向 ,而 1 的 正 向 是 顺 时针 22 
2 hl. 图 11-8 

定理 1 设 闭 区 域 也 由 分 段 光 滑 的 曲线 工 围 成 ， 
若 函 数 P(x,y) 及 O(x,y) 在 刀 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 有 


(5-9) ау = f pas + Qay, (3:1) 





дх 


其 中 了 是 刀 的 取 正 向 的 边界 曲线 . 

公式 (3 -1) 叫 做 格林 公式 . 

证 ” 先 假设 穿 过 区 域 D 内 部 且 平 行 坐 标 轴 的 直线 与 D 的 边界 曲线 工 的 交 
点 恰好 为 两 点 , 即 区 域 D 既是 型 又 是 Y 型 的 情形 . 

图 11-9 .图 11-10 所 示 的 区 域 都 属于 这 种 情形 . 例如 ,图 11 -9 所 示 的 区 


域 D 显 然 是 X 型 的 ,事实 上 D 又 是 Y 型 的 . 车 设 有 向 曲线 弧 FCAR HL :x = 


3 
pily), EBCF ЖЬ;:х=ф„,(у) , 则 九 可 表达 成 
Ю=\(х,у)\,(у)<х<„(у),с<у<4а|, 
BI D X E YHH. 





В 11-10 





. 205 · 


第 十 一 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 





iz D 如 图 11 —9 ж, Р р = | (х,у) Іф, (х) <у<0ф, (х) ,а<х<6|. 因为 
Е Е 


[ау = рар PECI) ayha 


elx) 
= | IP[z,e,(z)] -Р[х,ф,(х) ] | dx. 
另 一 方面 ,由 对 坐标 的 曲线 积分 的 性 质 及 计算 法 有 
ф Рах z 人 edx + „Рах + [ Рах + [РФ 


= | Pax + | Рах = [РЇ хе, о) 29 + [Р{х,е,(х) 14 


= Раоа) - Р[х,ф,(х)1}4х, 
因此 ， 
- [уза = $ Pax. (3-2) 
LHF D= (z) O) 5590,09), c<y<d| , 故 有 
[Гага = [ ПИ | AT Ja 
= [ 100) ,7] - OyO) 0119 


= [,04у + |, Qdy = фо». (3=3) 
由 于 对 区 域 D,(3 -2) 与 (3 -3) 同 时 成 立 ,合并 后 即 得 公式 (3 - 1). 对 于 如 
图 11 -10 所 示 的 区 域 7, 完 全 类 似 地 可 证 (3 - 1) 成 立 . 
再 考虑 一 般 情形 . 如 果 闭 区 域 D 不 满足 以 上 条 件 ,那么 可 以 在 D 内 引进 一 条 或 
几 条 辅助 曲线 把 D 分 成 有 限 个 部 分 闭 区 域 ,使 得 每 个 部 分 闭 区 域 都 满足 上 述 条 件 . 


例如 ,就 图 11 -11 所 示 的 闭 区 域 D 来 说 , 它 的 边界 曲线 L 为 MNPM ,引进 一 条 辅助 线 
АВС, р 2 Р, .Р, р, 三 部 分 .应 用 公式 (3 -1) 于 
每 个 部 分 ,得 


[Г Е о) а = ф——Рах + 085, 


җе 


дх 
1 
gus = о) = $ 一 Pdx + Qdy, 
D2 
gus = о) = f — Рах + Qdy. 2 





D3 
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把 这 三 个 等 式 相 加 ,注意 到 相 加 时 沿 辅助 曲线 来 回 的 曲线 积分 相互 抵消 , 便 得 


д0 ӘР 


JU s esa = $ Рах + Qdy, 
D 


Жн L BJ rn] D RAAEN In]. 一般 地 ,公式 (3 -1) 对 于 由 分 段 光 滑 曲 线 围 
成 的 闭 区 域 都 成 立 . 证 毕 . 

注意 ,对 于 复 连通 区 域 忆 ,格林 公式 (3 -1) 右 端 应 包括 沿 区 域 р 的 全 部 边 
界 的 曲线 积分 , 且 边 界 的 方向 对 区 域 忆 来 说 都 是 正 向 . 

下 面 说 明 格 林 公 式 的 一 个 简单 应 用 . 

在 公式 (3 -1) 中 取 P= -у,0 =x, 即 得 


2 [| dxdy = J хау — ydx. 
上 式 左 端 是 闭 区 域 D 的 面积 4 的 两 倍 ,因此 有 


1 
A = 本 中 xdy -yd (3-4) 


例 1 it d 'уйх-ху'ау,Җй ЕВИЯ Z + ° = a°, 


解 $ P =xy,Q = -xy , 则 
д0 ӘР > _ 


„ж = ша =% 


дх ду _ 
因此 ,由 公式 (3 -1) 有 
27 a 
2 2 cme 2 2 РР 3 二 
yd xy dy = IEE +y )dxdy | do | p dp 28: 


р 


例 2 计算 || e ”dxdy, 其 中 忆 是 以 0(0,0) ,4(1,1) ,B(0,1) 为 顶点 的 三 


角形 闭 区 域 (图 11 -12). 
解 Z P =0,0 = xe `” , BI 
aQ aP or 
дх Oy ` ` 


因此 ,由 公式 (3 -1) 有 
[е^ Ë: faat dy е | хе dy 
D 
= [ xe `” dx zki =e mi; 
0 2 


013 ЖИИ х =асоѕ 0,y = bsin Ө 所 围 成 图 形 的 
面积 4. 
ЮЙ ”根据 公式 (3 -4) 有 
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жеу a d 
=> $ zdy убх = 本 上 abcos absin 

1 2T 

=> | d0 = тта. 


例 4 Ж f 玖 3 的, 其 中 为 一 条 无 重点 中 .分 段 光滑 且 不 经 过 原点 的 
连续 闭 曲线 , 的 方向 为 逆 时 针 方向 


解 P=, =. 则 当 x*+y* 关 0 时 ,有 
党 +ў x +y 





aQ _ y — x° _ ӘР 
Әх (а? +y) ду 
记 虐 所 围 成 的 闭 区 域 为 D. 当 (0,0) #D 时 ,由 公式 (3 -1) 便 得 
о 
4 (0,0) e D 时 ,选取 适当 小 的 r>0, 作 位 于 D 内 的 圆周 1:x +y =r. 记 LL 和 1 
所 围 成 的 闭 区 域 为 D，( 图 11 -13). 对 复 连通 区 域 D, 
应 用 格林 公式 ,得 


хау – уйх хау – уйх 
J 2. 2 -d “5 =0, 
L x +y l х +y 





其 中 ! 的 方向 取 逆 时 针 方 向 . J 
j xdy — ydx j xdy — ydx 


2 2 2 2 
x y x +y 








图 11 -13 


2 2 2 2 © 2 
T r cos Ө +r sin Ө 
z 


"| 2—7 bau, 


二 、 平 面 上 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 


在 物理 力学 中 要 研究 所 谓 势 场 ,就 是 要 研究 场 力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 的 情 
形 .在 什么 条 件 下 场 力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 ? 这 个 问题 在 数学 上 就 是 要 研究 曲 
线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 . 为 了 研究 这 个 问题 , 先 要 明确 什么 叫做 曲线 积分 


[pas + Qdy 与 路 径 无 关 . 
设 6G 是 一 个 区 域 ,P(x,y) 以 及 Q(x,y) 在 区 域 6 内 具有 一 阶 连续 偏 导 数 . 如 
Ф ”对 于 连续 曲线 L:x=p(1) ,y=yw(t),astsB, 如 果 除 了 t=a,t=B 人 外, 当时,(9p(4)， 


(11) ) 5000) ,w(ts)) 总 是 相 异 的 ,那么 称 4 蚌 无 重点 的 曲线 . 
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RIF G 内 任意 指定 的 两 个 点 4、B 以 及 G 内 从 点 4 到 点 B 的 任意 两 条 曲线 工 ,， 
L，( 图 11 -14) ,等 式 y 


| Pax + Ойу = | Ра + 04у 
恒 成 立 ,就 说 曲线 积分 [ра + 04у Ж G 内 与 路 径 无 
关 , 否 则 便 说 与 路 径 有 关 . 
在 以 上 叙述 中 注意 到 ,如 果 曲 线 积分 与 路 径 无 
关 , 那 么 





O 


图 11 -14 


| Рах + Qdy = [ Рах + 04у. 
1 2 


由 于 

上 Pdx +Qdy= - J pas + Qdy, 
所 以 | 

人 Pd + Qdy + J. pas + Qdy = 0, 
从 而 | 


d Рах + Qdy = 0, 
Li +L; 


这 里 L, +L, 是 一 条 有 向 闭 曲线 . 因此 ,在 区 域 G 内 由 曲线 积分 与 路 径 无 关 可 推 得 
在 G 内 沿 财 曲线 的 曲线 积分 为 零 . 反 过 来 ,如 果 在 区 域 G 内 沿 任意 闭 曲线 的 曲线 积 


分 为 零 ,也 可 推 得 在 G 内 曲线 积分 与 路 径 无 关 . 由 此 得 出 结论 :曲线 积分 | Pde + 0а 


在 G 内 与 路 径 无 关 相 当 于 沿 G 内 任意 闭 曲线 C 的 曲线 积分 Pdx + 0dy FF. 
定理 2 设 区 域 C 是 一 个 单 连 通 域 , 若 函数 P(x,y) 与 Q(x,y) 在 G 内 具有 
一 阶 连续 偏 导数 , 则 曲线 积分 | Pdx + 0dy 在 G 内 与 路 径 无 关 ( 或 沿 G 内 任意 闭 


曲线 的 曲线 积分 为 零 ) 的 充分 必要 条 件 是 

9Р_90 _ 
ду Әх ре 
在 С 内 恒 成 立 . 


证 先 证 条 件 (3 - 5) 是 充分 的 . 在 G 内 任 取 一 条 闭 曲 线 C, 要 证 当 条 件 
(3 -5) 成 立时 有 $ Pdx + Qdy = 0. 因为 G 是 单 连通 的 ,所 以 闭 曲 线 C 所 围 成 的 
ИКЕ D 全 部 在 6 内 ,于 是 (3 -5) 式 在 р 上 恒 成 立 . 应 用 格林 公式 ,有 


aQ ӘР _ 
f = 2590 = ф Рах + Фау. 


D 
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oQ _ = 


上 式 左 端的 二 重 积分 等 于 零 人 因为 被 积 函数 5 gE 0 EAE), MATA 


的 曲线 积分 也 等 于 零 . 

再 证 条 件 (3 -5) 是 必要 的 . 现在 要 证 的 是 :如 果 沿 G 内 任意 闭 曲 线 的 曲线 
积分 为 零 ,那么 (3 -5) 式 在 G 内 恒 成 立 . 用 反 证 法 来 证 . 假设 上 述 论断 不 成 立 ， 
那么 G 内 至 少 有 一 点 M, ,使 

ðQ ӘР 
к= Каш 
不 妨 假定 


3 =m >0. 
дх дум, 


由 于 与 9 在 G 内 连续 ,可 以 在 G 内 取得 一 个 以 M, 为 圆心 .半径 足够 小 的 加 


кы KK, 使 得 在 K 上 恒 有 
a _aP лу 
or ду 27 
于 是 由 格林 公式 及 二 重 积 分 的 性 质 就 有 
d Pdx + Qdy = | 有 с, 
这 里 y 是 天 的 正 向 边界 曲线 ,c 是 天 的 面积 . 因为 nm>0,o >0, 从 而 
d Pdx + Qdy >0. 


这 结果 与 沿 6 内 任意 闭 曲 线 的 曲线 积分 为 零 的 假定 相 矛 盾 ,可 见 G 内 使 (3 -5) 
式 不 成 立 的 点 不 可 能 存在 , 即 (3 -5) 式 在 6G 内 处 处 成 立 . 证 毕 . 


在 第 二 节 第 二 目 例 3 中 我 们 看 到 ,起 点 与 终点 相同 的 三 个 曲线 积分 | 2xydx + 
24у 相等 . 由 定理 2 来 看 ,这 不 是 偶然 的 ,因为 3 这 里 2 = еш 在 整个 хОу 面 内 


恒 成 立 ,而 整个 x0y 面 是 单 连通 域 ,因此 曲线 积分 | 2xydx + ау 与 路 径 无 关 . 
在 定理 2 中 ,要 求 区 域 6 是 单 连通 区 域 , 且 函 数 P(x,y) 与 0(x,y) 在 6 内 具 
有 一 阶 连续 偏 导数 . 如 果 这 两 个 条 件 之 一 不 能 满足 ,那么 定理 的 结论 不 能 保证 成 
立 . 例如 ,在 例 4 中 我 们 已 经 看 到 ,当世 所 围 成 的 区 域 含有 原点 时 ,虽然 除去 原点 
外 , 恒 有 2C = “但 滑 闭 曲线 的 积分 Рах + 0dy 0, 其 原因 在 于 区 域内 含有 破 


" a 


ЖЖ Р.О 及 эу ЕЖЕН O ,这 种 点 通常 称 为 奇 点 . 
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三 、 二 元 函数 的 全 微分 求 积 


现在 要 讨论 :函数 P(x,y) 与 Q(x,y) 满 足 什么 条 件 时 ,表达 式 Р(х,у)ах + Q 
(х,у) dy 才 是 某 个 二 元 函数 u(x,y) 的 全 微分 ; 当 这 样 的 二 元 函数 存在 时 把 它 求 
出 来 . 

定理 3 设 区 域 6 是 一 个 单 连通 域 , 若 函 数 P(x,y) 与 0(x,y) 在 G6 内 具有 
一 阶 连续 偏 导 数 , 则 Р(х,у) ах + Q(x,y)dy Ж С 内 为 某 一 函数 u(x,y) 的 全 微分 
的 充分 必要 条 件 是 


Z К (3 -5) 


在 G 内 恒 成 立 . 
证 ” 先 证 必要 性 . 假设 存在 着 某 一 函数 u(x,y) ,使 得 
аи = Р(х,у) іх +Q(x,y)dy, 
则 必 有 
ди _ | ди _ Е 
ас rT), а 
从 而 
Ou _9Р Fu _ 90 
дхду ду” дудх Ox 


2 2 Š 2 
H-P 5 Q RA ИА sh 2-8-0 e, р} n = 5 рр 
дхду ` дудх дхду дудх 




















эс р 这 就 证 明了 条 件 (3 -5) 是 必要 的 ， 
再 证 充分 性 . 设 已 知 条 件 (3 -=5) 在 6 内 人 恒 成 立 , 则 由 定理 2 可 知 , 起 点 为 
М(х,у) ,终点 为 MOxz,y) 的 曲线 积分 在 区 域 G 内 与 路 径 无 关 , 于 是 可 把 这 条 
曲线 积分 写作 
[7 P(r) а + Q(x,y)dy. 

当 起 点 M(x ,Yo ) 固定 时 ,这 个 积分 的 值 取决 于 终点 M(x,y) ,因此 , 它 与 x 及 yy 
HIRE R JEX ROCE u(x,y), 即 

u(x,) = | Р(х,у) + Q(z,y) dy O. (3-6) 


0:70 





D РЈ Н УШ БИНА ,可 记 


х,у) 
и(х,у) = | P(s,t)ds + Q(s,t)dt. 
(10.70) 
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下 面 来 证 明 这 函数 vx(x,y) 的 全 微分 就 是 P(x,y)dx + О(х,у) у. KÆ Р(х,у) 
与 Q(x,y) 都 是 连续 的 ,因此 只 要 证 明 





ае =Р(ж®,у) 556008,5). 
按 偏 导数 的 定义 ,有 

ди _ i (Z +Ах,у) =u( xy) 

Ox x0 Ax : 


H (3 -6) 式 ,得 
(x+Ax,y) 
u(x+Ax,y) = 上 W. P(x,y)dx + Q(x,y)dy. 
由 于 这 里 的 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 可 以 取 先 从 点 М, 
到 点 1 ,然后 沿 平行 于 * 轴 的 直线 段 从 点 M 到 点 入 作 


为 上 式 右 端 曲 线 积分 的 路 径 ( 图 11 -15). 这 样 就 有 
u(x + Ax,y) =u(x,y) + 


(x+Ax,y) 
P(x,y)dx + Q(x,y)dy. 图 11 - 15 





从 而 
(x+Ax,y) 
и(х +Ах,у) -и(х,у)= | P(z,y)dx + Q(z,y)dy. 


х,у 


因为 直线 段 MN 的 方程 为 y= 常数 , 按 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 法 ,上 式 成 为 
u(x+Ax,y) —u(x,y) = [Peyda 


应 用 定 积分 中 值 定理 ,得 
u(x+Ax,y) -и(х,у) = Р(х +0Ax,y)Ax (0 三 0 三 1 ). 
上 式 两 边 除 以 Axr, Jf £ Ax 一 0 取 极 限 . 由 于 P(x,y) 的 偏 导数 在 G 内 连续 ， 
P(x,y) 本 身 也 一 定 连 续 , 于 是 得 
ди _ 
сш д ДЕ 
同 理 可 证 
эу” 0б?) 
这 就 证 明了 条 件 (3 -5) 是 充分 的 . 证 毕 . 
由 定理 2 及 定理 3 ,立即 可 得 如 下 推论 : 


推论 RRE G 是 一 个 单 连通 域 , 若 函 数 P(x,y) 与 Q(x,y) 在 c 内 具有 一 
阶 连续 偏 导数 , 则 曲线 积分 [РФ + Qdy Æ С 内 与 路 径 无 关 的 充分 必要 条 件 是 : 
ТЕ С 内 存在 函数 v(x,y) ,使 du = Рах + Qdy. 
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根据 上 述 定理 ,如 果 函 数 P(x,y) 与 0(x,y) 在 单 连通 域 C 内 具有 一 阶 连续 
偏 导数 , 且 满 足 条 件 (3 -5) ,那么 Pdx + Qdy 是 某 个 函数 的 全 微分 ,这 函数 可 用 
公式 (3 -6) 来 求 出 . 因为 公式 (3 -6) 中 的 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 为 计算 简便 起 
见 , 可 以 选择 平行 于 坐标 轴 的 直线 段 连 成 的 折线 M RM 或 MuSM 作为 积分 路 线 
(图 11 -16) ,当然 要 假定 这 些 折线 完全 位 于 G 内 
在 公式 (3 -6) 中 取 MRM 为 积分 路 线 , 
wea) = | Рзд) a Q(x,y)dy. 
在 公式 (3 -6) 中 取 MSM 为 积分 路 线 , 则 函数 u 也 可 表 为 
и(х,у) = f Q(xo, Dare f P(x,y) dx. 


例 5 验证 ;全 在 右 半 平面 (x >0) 内 是 某 个 函数 的 全 微分 ,并 求 出 一 


个 这 样 的 函数 . 
解 ”在 例 4 中 已 经 知道 , 令 





就 有 


在 右 半 平 面 内 恒 成 立 ,因此 在 右 半 平 面 内 ,的 s 二 2 是 某 个 函数 的 全 微分 
取 积分 路 线 如 图 11 -17 所 示 ,利用 公式 (3 -6) 得 所 求 函 数 为 















(х,у) xd мы ydx 
n зб 
O x +y 
2 [ my - ydx + | хау — ydx 
~ Jas х? + у? вс д? + у? 
; у L 
=0 + | = | arctan 2) = arctan — 
о x + ү? x 
x S(xo,y) M(x,y) 
y): 
C(x,y) 
М(х,у) R(x,yo) 
O x O 4(1,0) В(х,0) x 


8 11-16 В 11-17 
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例 6 验证 :在 整个 x0y 面 内 ,xy dx +x ydy 是 某 个 函数 的 全 微分 ,并 求 出 一 
个 这 样 的 函数 . 
f 现在 P=xy ,Q =xy, 且 
ӘР д 
Poi = 
在 整个 x0y 面 内 恒 成 立 , 因 此 在 整个 x0y 面 内 ,xy dx +x ydy 是 某 个 函数 的 全 微分 . 
取 积分 路 线 如 图 11 - 18 所 示 ,利用 公式 (3 -6) 得 所 
求 函 数 为 


(х,у) 
и(х,у) = W xy dx + x ydy 


S 


= | xy dx +x ydy + j xy dx + худу 
ОА АВ 


2 2 


s КУЛ = x | ydy = 7. 
0 0 2 








“全 微分 方程 
利用 二 元 函数 的 全 微分 求 积 ,还 可 以 用 来 求解 下 面 一 类 一 阶 微分 方程 . 
一 个 微分 方程 写成 


P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 (3-7) 
的 形式 后 ,如 果 它 的 左 端 恰好 是 某 一 个 函数 u(x,y) 的 全 微分 : 
du(x,y) =P(x,y)dx +Q(x,y)dy, 
那么 方程 (3 -7) 就 叫做 全 微分 方程 . 
容易 知道 ,如 果 方 程 (3 -7) 的 左 端 是 函数 u(x,y) 的 全 微分 ,那么 
и(х,у) = G 
就 是 全 微分 方程 (3 -7) 的 隐 式 通 解 ,其 中 C 是 任意 常数 . 
由 定理 3 及 公式 (3 -6) 可 知 , 当 P(x,y) 与 Q(x,y) 在 单 连 通 域 6 内 具有 一 
阶 连续 偏 导 数 时 ,方程 (3 -7) 成 为 全 微分 方程 的 充分 必要 条 件 是 


oP _óQ 
ду ðx 
在 区 域 G 内 恒 成 立 , 且 当 此 条 件 满足 时 ,全 微分 方程 (3 -7) 的 通 解 为 
(xo) 
u(x,y) = j. „Р(х,у) ая + О(х,у) ау = С, (3-8) 


其 中 % 与 y 是 在 区 域 С 内 适当 选 定 的 点 Wu 的 坐标 . 
例 7 求解 方程 
(5х* +3xy — y) )dx + (3a2y -3xy +y )dy = 0. 
f Р(х,у) =5х* +3ху -у,0(х,у) =3x`y -3x +y, 


ЭР - _9@ 


бху — Зу’ 
2 OX 
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因此 ,所 给 方程 是 全 微分 方程 . 
Ж х, =0,y=0, 根 据 公 式 (3 -8) ,有 


щы) = 


(0， 


,7) 2 
(5х* + Злу? – y')dx + (322y – 3xy° + y )dy 
0) 
x ë y 2 
= | (5х* + 3xy` = y )dx + [> ау 
0 0 
= x` + - ху? ++. 
于 是 ,方程 的 通 解 为 
5.13 9 2 3 1, у 
x +57) = ху + = C. 


除了 利用 公式 (3 -8) 以 外 ,还 可 以 用 下 面 的 方法 求解 全 微分 方程 . 

以 上 面 的 方程 为 例 . 因为 要 求 的 方程 通 解 为 u(x,y) = С, К и(х,у) їй 
са +3xy — y, 

故 


u(x,y) = [х + Зху? 一 y ) dx = x° + -xy +ọ(y), 
这 里 gly) ÆA y HAEE WIFE A. 由 此 ,得 
ðu 
ду 
又 u(x,y) 必 须 满足 


=3x°y —3ху” +ф'(у). 


оц 3x y — 3xy + уг. 
ду 


故 
3x y -3xy + ф'(у) =3x°y -3xy +y. 
从 而 
g'(y) =f, (y) =37 + С. 
所 以 ,所 给 方程 的 通 解 为 


x ry – ху? кту = С, 
四 、 曲 线 积分 的 基本 定理 


若 曲线 积分 | F : dr 在 区 域 G 内 与 积分 路 径 无 关 , 则 称 向 量 场 正 为 保守 场 . 
下 面 的 定理 给 出 了 平面 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 另 一 种 形式 的 条 件 , 并 为 计 
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算 保 守 场 中 的 曲线 积分 提供 了 一 种 简便 的 方法 . 
定理 4( 曲线 积分 的 基本 定理 ) 设 F(x,y) =P(x,y)i+Q(x,y)j 是 平面 区 
J С 内 的 一 个 向 量 场 , 若 P(x,y) 与 Q(x,y) 都 在 6G 内 连续 , 且 存 在 一 个 数量 函数 


f(x,y) EB F = Vf, 则 曲线 积分 JE . dr 在 6 内 与 路 径 无 关 , 且 


[E -dr = (B) = JCA) (8 =9) 


其 中 艺 是 位 于 G 内 起 点 为 4 终点 为 B 的 任 一 分 段 光滑 曲线 . 
证 设 工 的 向 量 方程 为 
r=p(Dity(i)j,tela,B], 
起 点 4 对 应 参数 1=a, 终 点 В 对 应 参数 :1 = В. 
由 假设 ,上 =P,f, = О,Р.0 连续 ,从 而 可 微 , 且 


df _, dx dy oz. үй, дул y Чг 
de T dr oa У (qit j) =F i 





于 是 
B В В 
[r-a = [r -Zar = Í Sar = fets). ptij] | =Д(В) -/(A), 
证 毕 . 


定理 4 表明 ,对 于 势 场 F HRE | F . dr 的 值 仅 依 赖 于 它 的 势 函 数 f 在 路 


径 了 的 两 端点 的 值 ,而 不 依赖 于 两 点 间 的 路 径 , 即 积分 [F. dr 在 G 内 与 路 径 无 
Ж. 也 就 是 说 : 势 场 是 保守 场 . 
公式 (3 -9) 是 与 微 积分 基本 公式 
[fd = FG) - F(a) 
(其 中 F' (x) = f(x) ) 完 全 类 似 的 向 量 微 积分 的 相应 公式 , 称 为 曲线 积分 的 基本 


AR. 
3 题 11-3 


1. 计算 下 列 曲线 积分 ,并 验证 格林 公式 的 正确 性 : 

ag (2xy -x° )dx + (x+y )dy JEP НА y= 和 w=x 所 围 成 的 区 域 的 正 向 
边界 曲线 ; 

(2) ф (x? -xy )da + (у? -2xy)dy, 其 中 了 是 四 个 顶点 分 别 为 (0,0).(2,0) (2,2) 和 


(0,2) 的 正方 形 区 域 的 正 向 边界 . 
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格林 公式 及 其 应 用 


2. 利用 曲线 积分 , 求 下 列 曲线 所 围 成 的 图 形 的 面积 : 
(1) 星 形 线 x =acos't,y = asin i; 

(2) 椭圆 9x? +167 = 144; 

(3) Ё x? +y =2ах. 


з. inap f ZEER ,其 中 LAH C -1)° +y =2 的 方向 为 北 时 针 方 向 


а. тейин cease (оаза) аз 达到 最 大 值 


5. 设 n 边 形 的 n 个 顶点 按 逆 时 针 方向 依次 为 M (xyi) М, (х,у), "U M, Canya) PÇ 
利用 曲线 积分 证 明 此 n 边 形 的 面积 为 


1 
=—[ (xy; kayi) +(%уз — Жуу) a * (жу, =з y; ) 1 


6. 证 明 下 列 曲 线 积 分 在 整个 хОу 面 内 与 路 径 无 关 ,并 计算 积分 值 : 


(2 


0], 


(3,4) 
(2) k „ (6x? - ›')4х + (6x°y — Зху?) dy; 





A 
3) 

(x +y)dx + (x - y)dy; 
) 


(2.1) 


(3) par (2xy - у +3)dx + (x° – 4xy’ )dy. 

7. 利用 格林 公式 ,计算 下 列 曲线 积分 : 

(1) $ (2х -y+4)dz+(Sy+3x-6)dy, 其 中 了 是 三 顶点 分 别 为 (0,0) (3,0) 和 (3,2) 的 
三 角形 正 向 边界 ; 

(2) ф (eyeos x + 2xysin x -er)dz+(zsinx-2ye)dy, 其 中 上 为 正 向 星 形 线 
х5 +y =a? (а >0); 

(з) | Cay -y cos z) da + (1 — 2ysin z + 322 y' ) dy, JEH L ЭГЕЙ 2x = ny 上 由 点 
(0,0) 到 ( -F1 ) A9 — Ba; 


(4) | (а-у) ах – (x + sin? у) ау, Д І ЕЯ у= ух а н (0,0) (1,1) 
的 一 段 弧 . 

8. 验证 下 列 P(x,y)dx+ Q(x,y)dy 在 整个 x0y 平 面 内 是 某 一 函数 u(x,y) 的 全 微分 ,并 
求 这 样 的 一 个 u(x,y): 

(1) (х +2у) ах + (2х +у)ау; 

(2) 2хуйх + x ау; 

(3) 4sin xsin Зусоѕ хіх – Зсов Зусоѕ 2х4у; 

(4) (3x у + 8ху) іх + (x° +8x у + 12уе’) у; 

(5) (2хсов у + у сов х) іх + (2увіп х – x° віп y)dy. 

9. 设 有 一 变 力 在 坐标 轴 上 的 投影 为 X=x +y У = 22у — 8 , X 4 JJ tfi Т 2. 证 
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明 质 点 在 此 场 内 移动 时 , 场 力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 . 

`10. 判别 下 列 方程 中 哪些 是 全 微分 方程 ? 对 于 全 微分 方程 , 求 出 它 的 通 解 . 

(1) (3z + бху?) ах + (6x y+4y )dy =0; 

(2) (а? -2xy -y )dx - (x +y)°dy=0 (a 为 常数 ); 

(3) ех + (xe’ -2y)dy=0; 

(4) (хсоѕ у + соѕ х) у’ – ysin х + ѕіп у= 0; 

(5) (х? -y)dx – хау =0; 

(6) у(х - 2у) іх -x dy=0; 

(7) (1 +е?*) ар + 2ре’40 =0; 

(8) (x° + у?) ах + худу =0. 

11. 确定 常数 和 ,使 在 右 半 平面 x>0 上 的 向 量 A(x,y) =2xy(x' +y )'i- x (x жу) 
为 某 二 元 函数 u(x,y) 的 梯度 ,并 求 u(x,y). 


第 四 节 ”对 面积 的 曲面 积 


一 、 对 面积 的 曲面 积分 的 概念 与 性 质 


在 本 章 第 一 节 第 一 目的 质量 问题 中 ,如 果 把 曲线 改 为 曲面 由 ,并 相应 地 把 线 密 
度 j(x,y) 改 为 面 密度 j(x,y,z) ,小 段 曲 线 的 弧 长 Аз, 改 为 小 块 曲 面 的 面积 AS, ,而 
第 i 小 段 曲线 上 的 一 点 (é&, ,mn;) 改 为 第 i 小 块 曲 面 上 的 一 点 (8&,m.,6i) ,那么 ,在 面 
密度 (x,y,z) 连 续 的 前 提 下 ,所 求 的 质量 m 就 是 下 列 和 的 极限 : 


m =lim > и(&, Niki JAS; 


其 中 入 表示 n НЕНТ Ж 289 е КИК. 

这 样 的 极限 还 会 在 其 他 问题 中 过 到 . 抽 去 它们 的 具体 意义 ,就 得 出 对 面积 的 
曲面 积分 的 概念 . 

定义 ” 设 曲 面 了 是 光滑 的 ,函数 (x,y,z) 在 上 有 界 . 把 任意 分 成 n 小 
% Л5, (AS, 同时 也 代表 第 i 小 块 曲面 的 面积 ) , 设 (&,,n,,l;) 是 А5, 上 任意 取 定 


HA ERRE т.) AS，(i=1,2,3,…,n) ,并 作 和 5/(&,,n,,6.)AS, ， 





@ 以 后 都 假定 曲面 的 边界 曲线 是 分 段 光滑 的 闭 曲线 , 且 曲 面 有 界 . 

@ ”曲面 的 直径 是 指 曲面 上 任意 两 点 间距 离 的 最 大 者 . 

®© 所 谓 曲面 是 光滑 的 ,就 是 说 ,曲面 上 各 点 处 都 具有 切 平面 , 且 当 点 在 曲面 上 连续 移动 时 , 切 平面 
也 连续 转动 . 


· 218 · 


第 四 节 ”对 面积 的 曲面 积分 





如 果 当 各 小 块 曲面 的 直径 的 最 大 值 和 一 0 时 ,这 和 的 极限 总 存在 ,县 与 曲面 > 的 
分 法 及 点 (&,,mn,,l;) 的 取 法 无 关 , 那 么 称 此 极限 为 函数 /(x,y,z) 在 曲面 上 


对 面积 的 曲面 积分 或 第 一 类 曲面 积分 , 记 作 [| Лх, у,:) 45, 80 


f 5..2) 45 = У AEk) AS, 
其 中 扩 x,y,) 间 做 被 积 函 数 ,三 叫做 积分 曲面 


我 们 指出 , 当 f(x,y,z) 在 光滑 曲面 上 上 连续 时 ,对 面积 的 曲面 积分 是 存在 
的 . 今后 总 假定 A 放 x,y,z) 在 上 连续 . 

根据 上 述 定义 , 面 密度 为 连续 函数 (x,y,z) 的 光滑 曲面 的 质量 m, 可 表 
示 为 (x,y,z) 在 人 上 对 面积 的 曲面 积分 : 


m = feya as. 


如 果 三 是 分 片 光 滑 的 @, 我 们 规定 函数 在 S EXTRA ih RE T ЕЙ 
在 光滑 的 各 片 曲面 上 对 面积 的 曲面 积分 之 和 . 例如 , 设 三 可 分 成 两 片 光 滑 曲 面 
У, E x, (ЕУ, +x,) ,就 规定 
] Ў х,у,2)48 = [raas + Sya as. 


X +5; Z 
由 对 面积 的 曲面 积分 的 定义 可 知 , 它 具有 与 对 弧 长 的 曲线 积分 相 类 似 的 性 
Л, Ж. 





二 、 对 面积 的 曲面 积分 的 计算 法 


设 积 分 曲面 了 由 方程 z=z(x,y) 给 出 ,3 在 
хОу 面 上 的 投影 区 域 为 D, (图 11 — 19), 2 = 
z(x,y) Æ D, 上 具有 连续 偏 导数 ,被 积 函 数 
Sy) ЖУ EER. 

按 对 面积 的 曲面 积分 的 定义 ,有 


Ј /\х›у,г)48 = lim У Ат), 
y і= 1 





(4-1) 





O 分 片 光滑 的 曲面 是 指 由 有 限 个 光滑 曲面 所 组 成 的 曲面 . 以 后 我 们 总 假定 曲面 是 光滑 的 或 分 片 光 
ЙИ). 
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E X F RHS AS,( 它 的 面积 也 记 作 AS.) Æ хОу 面 上 的 投影 区 域 为 

(Ao;),( 它 的 面积 也 记 作 (Ao;),,), 则 (4 -1) 式 中 的 AS; 可 表示 为 二 重 积 分 
AS, = | V1 +z (х,у) +z (x,y) dxdy. 
(Aci) sy 
利用 二 重 积分 的 中 值 定理 ,上 式 又 可 写成 
Аб, = fl +z er om ) +06: (Mr) ys 

其 中 (6 ,7 ) 是 小 闭 区 域 (Ao,), 上 的 一 点 . 又 因 (é&,,mi,li) 是 上 的 一 点 , 故 ё, 
=2(ё,,т}) ,这 里 (&,,m;,0) 也 是 小 闭 区 域 (Ao,), 上 的 点 .于 是 


J(£,,m Z.) AS, 











= 2 Лё, т2(6.т)] 


НЕ FLx,y,z(x,y)] 以 及 函数 V1+z2(x,y) +z (x,y) 都 在 闭 区 域 D,, 上 连 
续 , 可 以 证 明 , 当 和 -0 时 ,上 式 右 端的 极限 与 


д, А.ё, С) ] 1 +z. (£, ,m.) +z (£,,m,) (Ас), 
的 极限 相等 . 这 个 极限 在 本 目 开 始 所 给 的 条 件 下 是 存在 的 , 它 等 于 二 重 积分 


ЈЛ=..20х.›) 1/1 +2 (х,у) +z (x,y)dxdy, 
Dxy 


因此 左 端的 极限 即 曲 面积 分 |a...) as 也 存在 , 且 有 


+20061, ) +2,(ё,т )(Ac,),,. 





[oy as 
x 
= [[Т®,у„г(х,у)] 1 +z (х,у) +z (x,y) dxdy. (4-2) 


这 就 是 把 对 面积 的 曲面 积分 化 为 二 重 积 分 的 公式 . 这 公式 是 容易 记忆 的 ,因为 曲面 
上 5 的 方程 是 z =z(x,y) ,而 曲面 积分 记号 中 的 dS 就 是 V1 +z (x,y) +z (х,у) ахау. 


在 计算 时 ,只 要 把 变量 z 换 为 z(x,y) ,dS 换 为 V1 +z +z drdy, E X fE хОу 
面 上 的 投影 区 域 D. ,这 样 就 把 对 面积 的 曲面 积分 化 为 二 重 积分 了 . 

如 果 积 分 曲面 了 由 方程 x*=x(y,z) 或 y=y(z,*) 给 出 ,也 可 类 似 地 把 对 面积 
的 曲面 积分 化 为 相应 的 二 重 积 分 . 


例 1 计算 南面 积分 入 th X ЖЩ? + + = at ЖШ z = 





h (0 <h<a) 截 出 的 顶部 (图 11 -20). 
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解 三 的 方程 为 


Zes l zA -7 , 
УТЕ хОу 面 上 的 投影 区 域 D, 为 圆 形 闭 区 域 | (x,y) 1x +y sa - № |. X 


/1 +2? +z = 
根据 公式 (4 -2) ,有 


利用 极 坐标 ,得 





[се kea а aaf” pe 


0 а -p 
JT 
=2та| - 31а =) | =2moln -—. 
例 2 ИЖ. G aas? Д ERPE 5 0,7-0,0 Жа+у+а=1 BE 


成 的 四 面体 的 整个 边 界 曲 面 (图 11 -21). 





В 11 -20 11-21 


解 ”整个 边界 曲面 SEFA х=0,у=02=0х+у+т=1 ЕЛ КК 
WA >, 2; 2 В >, TE 


ф 0245 = = Ј 4 + f | 85 + Ј | als + | 
因为 在 5.5, S, È; TETTE z) CIEN 所 以 


[| 2105 = Ј 45 = Ј 48 = 0. 


>, 22 Уз 





@ 记号 G лет x ЕЙ. 
ХУ 
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ТЕЎ, E,z=l1-x-y, PT 
Л ++ = /1+(-1)'+(=1)° =, 





从 而 
ф «yzds = feas = fwa -x - y)dxdy, 


z 24 
其 中 D, 是 5 在 x0y 面 上 的 投影 区 域 , 即 由 直线 x=0、y=0 及 x+y=1 所 围 成 
的 闭 区 域 . 因此 


ф xyzas -43 [zdf уа -x -y)dy 
X 





[а-о 7% 

-5f x “са 

=B еза взи) = 32, 
习 # 11-4 


1. 设 有 一 分 布 着 质量 的 曲面 三 ,在 点 (x,y,z) 处 它 的 面 密度 为 人 (xz,y,z) ,用 对 面积 的 曲 
面积 分 表示 这 曲面 对 于 x 轴 的 转动 惯量 . 
2. 按 对 面积 的 曲面 积分 的 定义 证 明 公式 


x32)as = [raas + [y as, 
eh X EH X, M x, 组 成 的 . | 
3. "4 X х0у 面 内 的 一 个 闭 区 域 时 ,曲面 积分 ‖ Cay.) 45 与 二 重 积分 有 什么 关系 ? 


4. 计算 曲面 积分 ea.) aS, üh 5 为 抛物 面 :=2- (x +y E хОу 面 上 方 的 部 分 ， 


f(x,y,z) 分 别 如 下 : 
(1) f(x,y,z) =1; (2) (x,y,z) =x +y; 
(3) J(m ysz) =3z 


5. 计算 | (> +y )dS, R: rh X E: 
(1) 锥 面 z= Vx +y 及 平面 :=1 所 围 成 的 区 域 的 整个 边界 曲面 ; 


(2) 锥 面 z =3(x +y ) 被 平面 :=0 和 :=3 所 截 得 的 部 分 . 
6. 计算 下 列 对 面积 的 曲面 积分 : 
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с) f ( :+2z + 本 7]aS, 其 中 卫 为 平面 了 + 村 + 地 =1 在 第 一 填 限 中 的 部 分 ; 
(2) | (2лу-24*-х +:)45, ДР 5 WPI 2х +2у +z =6 在 第 一 卦 限 中 的 部 分 ; 
(3) [зуда ta S HRE +y +z =a 上 zh (0<h<a) 的 部 分 ; 
(4) оода ор WAE = ТУПНЫ a +y? = Zar 所 机 得 的 有 限 部 分 


7. RAMME =a +y) (0<z<1) 的 质量 ,此 这 的 面 密度 为 = 
8， 求 面 密度 为 HEERE X +y + 2 =a? (z>0) 对 于 z 轴 的 转动 惯量 . 


第 五 节 ”对 坐标 的 曲面 积分 


一 、 对 坐标 的 曲面 积分 的 概念 与 性 质 


我 们 对 曲面 作 一 些 说明 ,这 里 假定 曲面 是 光滑 的 ， 

通常 我 们 遇 到 的 曲面 都 是 双 侧 的 . 例如 由 方程 z=z(x,y) 表 示 的 曲面 ,有 上 
侧 与 下 侧 之 分 上 ;又 例如 ,一 张 包 围 某 一 空间 区 域 的 闭 曲 面 ,有 外 侧 与 内 侧 之 分 . 
以 后 我 们 总 假定 所 考虑 的 曲面 是 双 侧 的 . 

在 讨论 对 坐标 的 曲面 积分 时 ,需要 指定 曲面 的 侧 . 我 们 可 以 通过 曲面 上 法 向 量 的 
指向 来 定 出 曲面 的 侧 . 例如 ,对 于 曲面 z=z(x,y) ,如 果 取 它 的 法 向 量 n 的 指向 朝 上 ， 
我 们 就 认为 取 定 曲面 的 上 侧 ;又 如 ,对 于 闭 曲 面 如 果 取 它 的 法 向 量 的 指向 朝 外 ,我 们 
就 认为 取 定 曲面 的 外 侧 . 这 种 取 定 了 法 向 量 亦 即 选 定 了 侧 的 曲面 ,就 称 为 有 向 曲面 . 

设 王 是 有 向 曲面 .在 三 上 取 一 小 块 曲面 AS ,把 AS 投影 到 хОу 面 上 得 一 投 
影 区 域 ,这 投影 区 域 的 面积 记 为 (Ao ),,. 假定 AS 上 各 点 处 的 法 向 量 与 z 轴 的 夹 
fA y 的 余弦 cos у 有 相同 的 符号 ( 即 cos у 都 是 正 的 或 都 是 负 的 ). 我 们 规定 AS 
{ТЕ хОу 面 上 的 投影 (AS) .为 

(Ас), cosy>0, 

(AS), =4 - (Ас). cosy<0, 

0, cos у =0. 
其 中 cos у=0 也 就 是 ( Ao ),, =0 的 情形 . AS 在 хОу 面 上 的 投影 (AS) ,实际 就 是 
AS {Е хОу 面 上 的 投影 区 域 的 面积 附 以 一 定 的 正 负 号 . 类 似 地 可 以 定义 AS 在 


O 按 惯 例 ,这 里 假定 z 轴 铅 直 向 上 . 
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y0z 面 及 z0x 面 上 的 投影 (AS),. 及 (AS),. 

下 面 讨论 一 个 例子 ,然后 引进 对 坐标 的 曲面 积分 的 概念 . 

流向 曲面 一 侧 的 流量 ” 设 稳 定 流动 2 的 不 可 压缩 流体 (假定 密度 为 1 ) 的 速 
度 场 由 

о(х,у,2) =P(x,y,z)i+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)k 

给 出 ,3 是 速度 场 中 的 一 片 有 向 曲面 ,函数 P(x,y,z)、Q(x,y,z) 与 R(x,y,z) 都 
在 上 连续 , 求 在 单位 时 间 内 流向 指定 侧 的 流体 的 质量 , 即 流 量 Ф. 

如 果 流 体 流 过 平面 上 面积 为 4 的 一 个 财 区 域 , 且 流 体 在 这 闭 区 域 上 各 点 处 的 流 
速 为 ( 常 向 量 )v, 又 设 n 为 该 平面 的 单位 法 向 量 ( 图 11 -22(a) ) ,那么 在 单位 时 间 内 
流 过 这 闭 区 域 的 流体 组 成 一 个 底面 积 为 4、 斜 高 为 Ilv1 的 和 斜 柱 体 (图 11 -22(b)). 





图 11 -22 


当 (vn) =9< 工 时 ,这 斜 柱 体 的 体积 为 


Alvlcos 0 = Ао · n. 


这 也 就 是 通过 闭 区 域 4 流向 n 所 指 一 侧 的 流量 Ф; 

当 (z n) = 工时 ,显然 流体 通过 闭 区 域 4 流向 n 所 指 一 侧 的 流量 Ф 为 零 ， 
ЇЇ Av- п=0, Ф = Ао · п =0; 

щ(® n) > ў, Лот <0, 这 时 我 们 仍 把 Av > n 称 为 流体 通过 闭 区 域 A 
ЖИ п 所 指 一 侧 的 流量 , 它 表示 流体 通过 闭 区 域 4 实际 上 流向 -n 所 指 一 侧 , 且 


流向 -n 所 指 一 侧 的 流量 为 -Av: n. 因此 ,不 论 (v ,n) 为 何 值 ,流体 通过 闭 区 域 
A 流向 n 所 指 一 侧 的 流量 Ф 均 为 4v : n. 





D 所谓 稳定 流动 ,就 是 说 流速 与 时 间 1 无 关 . 
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由 于 现在 所 考虑 的 不 是 平面 闭 区 域 而 是 一 片 曲 面 , 且 流 速 v 也 不 是 常 向 量 ， 
因此 所 求 流量 不 能 直接 用 上 述 方 法 计算 .然而 过 去 在 引出 各 类 积分 概念 的 例子 
中 一 再 使 用 过 的 方法 ,也 可 用 来 解决 目前 的 问题 . 

ЕШ X ¿PB nhik Д5, (А5, 同时 也 代表 第 i 小 块 曲 面 的 面积 ). 在 是 
光滑 的 和 v 是 连续 的 前 提 下 ,只 要 AS, 的 直径 很 小 ,我 们 就 可 以 用 AS, 上 任 一 点 
(2, ,1,,0,) Ab BJ T PE 

v, =(£,,T., Ç.) 
=Р(& л, 31+ 0(& л, О + RCE л ДК 

代替 AS 上 其 他 各 点 处 的 流速 ,以 该 点 
(é&,,7i,6,) 处 曲面 的 单位 法 疝 量 

n, = cos qi + cos В, j + cos yk 
代替 AS, 上 其 他 各 点 处 的 单位 法 向 量 ( E3 
11 -23). 从 而 得 到 通过 AS. 流向 指定 侧 的 流量 
的 近似 值 为 

0. = n AS, (Ll 
于 是 ,通过 3 流向 指定 侧 的 流量 





Ф ~ Уа : n,AS, 图 11 -23 
i=l 


= 2, [Р(ё&,,т,,&) cos о, + OCE: Niki) cos В, + К(&,,т,,С,) cos у, ЈА, 
但 

cos а; © AS,= (Д5,) „,соз B; AS;~(AS,), ,cos y; © AS,= (АЅ,),, 
因此 上 式 可 以 写成 


$= > [Р(2, лз) СА5,) „ + Olmak) САЅ,),, + R(ë m, t) САЗ, ) „1. 


当 各 小 块 曲面 的 直径 的 最 大 值 A—0 取 上 述 和 的 极限 ,就 得 到 流量 Ф 的 精确 值 . 
这 样 的 极限 还 会 在 其 他 问题 中 遇 到 . 抽 去 它们 的 具体 意义 ,就 得 出 下 列 对 坐标 的 
曲面 积分 的 概念 : 

定义 设 为 光滑 的 有 向 曲面 ,函数 R(x,y,z)fE X ЕЗ 3 Ha X fE Л 
n 块 小 曲面 AS, (45, 同时 又 表示 第 i 块 小 曲面 的 面积 ) , AS, 在 хОу 面 上 的 投影 
AAS) a (Enk) 2 А5, БЕНЕН) A, ERR (Е, т,,4,) (А5,),, 


(i= 1 se a U) ,并 作 和 > R( £, ,m, ‚С.)(А5,),, ,如 果 当 各 小 块 曲面 的 直径 的 最 


大 值 \ 一 0 时 ,这 和 的 极限 总 存在 , 且 与 曲面 的 分 法 及 点 (&,,m,,l;) 的 取 法 无 
K ,那么 称 此 极限 为 函数 Rx,y,z) 在 有 向 曲面 Z 上 对 坐标 xy 的 曲面 积分 , 记 
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作用 R(x,y,z)dxdy, 即 
5 


| asas =lim > R(E mi) CAS.) y» 


其 中 R(x,y， оця ай 函数 ,三 叫做 积分 曲面 . 
类 似 地 可 以 定义 函数 P(x,y,z) 在 有 向 曲面 БА y.z 的 曲面 积 


| Poy 9: 及 函数 Q(x,y,z) 在 有 向 有 曲面 上 对 坐标 zx 的 曲面 积分 


oe.) ах 分 别 为 

> 
| PGs,7,2) aya; = im У P(E t) (AS,),., 
x i=l 


Ј ©‹«›у,)4гдх = lim У 0(&,,т,,&,) (AS) a 
y i=l 


以 上 三 个 曲面 积分 也 称 为 第 二 类 曲面 积 

我 们 指出 , 当 P(x,y,z)、Q(x,y, ;) 与 R(x,y,z) 在 有 向 光 沸 曲面 三 上 连续 
时 ,对 坐标 的 曲面 积分 是 存在 的 ,以 后 总 假定 PQ 与 在 上 连续 . 

在 应 用 上 出 现 较 多 的 是 


pea...) а: + oe...) аах + Ј 0..2) ахау 
这 种 合并 起 来 的 形式 . 为 简便 起 见 , 我 们 把 它 写成 
| тетен +Q(x,y,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy. 
例如 ,上 述 直流 向 上 指定 侧 的 流量 Ф 可 表示 为 
Ф = pe.) dya: +Q(x,y,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy. 
y 
如 果 王 是 分 片 光 滑 的 有 向 曲面 ,我们 规定 函数 在 三 上 对 坐标 的 曲面 积分 等 
于 函数 在 各 片 光 滑 曲 面 上 对 坐标 的 曲面 积分 之 和 . 
对 坐标 的 曲面 积分 具有 与 对 坐标 的 曲线 积分 相 类 似 的 一 些 性 质 . 例如 : 
(1) sJ X 2 pk X, ЯП X, ,那么 


| Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 


= [| Pdydz + Qdzdx + Rdxdy + | Pdydz + Qdzdx + Rdxdy. (5-13 
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公式 (5 -1) 可 以 推广 到 分 成 马 ,5 ，,… ,3 几 部 分 的 情形 . 
(2) 设 荆 是 有 向 曲面 , 表示 与 3 取 相 反 侧 的 有 向 曲面 , 则 
Pear.) Фа: = pay.) dyaz, 


fec, y,z)dzdx = - fec. y,z)dzdx, (5-2) 


Ee y,z)dxdy = -Ja y,z) dxdy. 


(5 -2) 式 表示 ， 当 积分 曲面 改变 为 相反 侧 时 ， 对 坐标 的 曲面 积分 要 改变 符 
=. 因此 关于 对 坐标 的 曲面 积分 ,我 们 必须 注意 积分 曲面 所 取 的 侧 . 
这 些 性 质 的 证 明 从 略 . 


二 、 对 坐标 的 曲面 积分 的 计算 法 


设 积 分 曲面 三 是 由 方程 z=z(x*,y) 所 给 出 的 曲面 上 侧 , 三 在 хОу 面 上 的 投影 
区 域 为 D, ,函数 z=z(x,y) 在 D,, 上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 被 积 函 数 R(x,y,z) 在 
5 Е. 
按 对 坐标 的 曲面 积分 的 定义 ,有 
Јн, у; Фу = lim У RCE, 1) (AS; ) 。 
НУУЖ ЕЙ, багу 50, 所 以 
(AS), =(Ao.),,. 
LACE ,m, Ç. ) 是 53 上 的 一 点 , 故 全 = 外 ,7;). 从 而 有 
у RGE, mk.) САВ, ).„ = УГЕ, a (Ae). 
今 各 小 块 曲面 的 直径 的 最 大 值 人 一 0 取 上 式 两 端的 极限 ， 就 得 到 
fre, y,z)dxdy = fri х,у,2(х,у) ] dxdy. (5-3) 
这 就 是 把 对 坐标 的 曲面 积分 化 为 二 重 积 分 的 公式 . 公式 (5 -3) 表 明 , 计 算 曲 面 
эн аим, 时 ,只 需 将 其 中 变量 z 换 为 表示 5 的 函数 z(x,y) ,然后 在 
5 的 投影 区 域 D_ 上 计算 二 重 积分 即 可 . 
必须 注意 ,公式 (5 -3) 的 曲面 积分 是 取 在 曲面 上 侧 的 ,如 果 曲 面积 分 取 
在 的 下 侧 , 这 时 cos y <0, 那 么 


(AS.),, = = (Ao,),; 
从 而 有 
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Ј 0..2) ау = 一 人 REs,y,z(s,y)]dxdr (5-3') 
X D 


类 似 地 ,如 果 王 由 x=x(y,z) 给 出 ,那么 有 


ez,r,adrdz= + [| Рх) ,y,z]dydz, (5-4) 
> Dy: 


等 式 右 端的 符号 这 样 决 定 : 积 分 曲面 三 是 由 方程 x=x(y,z) 所 给 出 的 曲面 前 侧 ， 
ИП cos a >0 ,应 取 正 号 ;反之 ,三 取 后 侧 , 即 cos w<0, 应 取 负 号 . 
如 果 王 由 y=y(z,x) 给 出 ,那么 有 


[| 0(«,у„г)4гйх = + ets,y(zz),z]dzax， (5-5) 
5 Di:x 


等 式 右 端的 符号 这 样 决定 :积分 曲面 是 由 方程 y=y(z,x) 所 给 出 的 曲面 右 侧 ， 
Bl cos В >0, 应 取 正 号 ;反之 ,5 取 左 侧 , 即 cos В <0, 应 取 负 号 . 
例 1 计算 曲面 积分 


f eaa + y` dzdx +z dxdy, 


y 
其 中 卫 是 长 方 体 O 的 整个 表面 的 外 侧 ,2 = |(x,y,z)10<x<a,0<y<6b,0=< 
2<с}. 
# 把 有 向 曲面 号 分 成 以 下 六 部 分 : 
У :2=с (0<x<a,0<y<6) 的 上 侧 ， 
5,:z=0 (0<x<a,0<y<6) 的 下 侧 ， 
У, :х=а (0<Sy<b,0<z<c) Й, 
Y :х=0 (О<у<6,0<:<с) ЇЙ, 
У, :у = (0<х<а,0<г:<с) 的 右 侧 ， 
У, :у =0 (О<х<а,0<2:<с) KZ M. 
除 马 .外 ,其 余 四 片 曲 面 在 yo 面 上 的 投影 为 零 ,因此 


Ја = | dyaz + Et 


> 23 24 


应 用 公式 (5 -4) 就 有 


2 = 2 Рг = {нде = а^ be. 
| dydz |: dydz J: dydz =a bc 


类 似 地 可 得 
y dzdx =b'ac, | Z ахау = cab. 
Гек | 


2 


于 是 所 求 曲 面积 分 为 (a + + с) афс. 
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例 2 计算 曲面 积分 fedrar, 其 中 Y 是 球面 


х? + у? +z =] УМ Ех 20, у2>2087 27. 
解 把 分 为 和 3 两 部 分 (图 11 – 24), 5, 
的 方程 为 
21 三 一 /1-х°-у', 
У, 的 方程 为 





z= J| = x° =, 
xyzdxdy = || xyzdxdy + || xyzdxdy. 
АЛАЙ АДАЙ 
上 式 右 端的 第 一 个 积分 的 积分 曲面 X, 取 上 侧 ,第 二 个 积分 的 积分 曲面 X, 取 下 
侧 ,因此 分 别 应 用 公式 (5 -3) 及 (5 -3') ,就 有 


[| 13845 = f» V1 -x° -ydxdy-— f - y1 -x° -y )dxdy 
5 


Dzy Dzy 


=2 f» V1 -x° - y dxdy. 
Dzy 


Ep D E X, É X, fE хОу 面 上 的 投影 区 域 , 就 是 位 于 第 一 象限 内 的 扇形 x* +y <1 
(х>0,у>0). 利用 极 坐 标 计算 这 个 二 重 积 分 如 下 : 


2 fe М1 - x -ydxdy =2 f sin bcos 0 y1 -ppdpdb 
D» Ds 

= [sin 2046], ` J1 -p'do =1 ы. 

o oP жы 15 "18° 


15 
从 而 
2 
Í xyzdxdy = Ts: 


5 


三 、 两 类 曲面 积分 之 间 的 联系 


设 有 疝 曲面 区 由 方程 z=z(x,y) 给 出 ,5 在 x0y 面 上 的 投影 区 域 为 D,, ,函数 
z=z(x,y) 在 D,, 上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 ,R(x,y,z) 在 马上 连续 . ШЖ УЖ ЕШ, 
那么 由 对 坐标 的 曲面 积分 计算 公式 (5 -3) 有 


| RO. вау = | езбе) 19х47. 
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男 一 方面 , 因 上 述 有 向 曲面 的 法 向 量 的 方向 余弦 为 


z, 
tos б =— —— 0 В =— os у = 
2 2 
АЛ +Z +z FLEA Ez 


故 由 对 面积 的 曲面 积分 计算 公式 有 


1 
Jl +z +Z 


RO. со yds = [| Кїх›у,г(«,у) 14хду 
由 此 可 见 , 有 ` 
|| Rysz) ау = [| RG,y ,2) со уй. (5-6) 
如 果 二 取 下 侧 ,那么 由 式 (5 -3) 有 


ASME 一 | е.а) 19. 


但 这 时 =— — ,因此 (5 -6) 式 仍 成 立 . 
1 +: +z 
类 似 地 可 推 得 
和 ex,yzdrdz= ЈР.) cos ads, (5-7) 
5 x 
oea.) ах = f Qs3,2) eos ваз. (5-8) 


合并 (5 -6) (5-7) (5 -8) 三 式 ,得 两 类 曲面 积分 之 间 的 如 下 联系 : 
Јр + Qdzdx + Rdxdy = [Poos а + Qcos В + Ксоѕ y)dS, 
5 y 
(5-9) 


其 中 соз acos В 与 cos y Æ% ШШШ X TES (x,y,z) Ab KIIA E iE НУ) 2 6] 52. 
两 类 曲面 积分 之 间 的 联系 也 可 写成 如 下 的 向 量 形式 : 


Ја -as= fA- nas (5-10) 


Ја ч = faas, (5-10) 


其 中 4 = (Р,0,К) ‚п = (cos а, соѕ 8, соѕ у) X% m ША У ТЕ (а, у, 2) АКА 8 fu 
法 向 量 ,d$ = па = ( дуа, ах, ахау) ERS A m 8 HJG, A, УЕА (Ela п 上 
的 投影 . 
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例 3 计算 曲面 积分 (= + x) dydz - zdxdy, 其 中 是 旋转 抛物 面 z = 
08 +y ) 介 于 平面 z=0 及 z=2 之 间 的 部 分 的 下 侧 . 
解 ” 由 两 类 曲面 积分 之 间 的 联系 (5 -9) ,可 得 
Је н | GZ + х) соз а05 = је +х ү 
在 曲面 上， 有 


x -1 
ёбв зе ———.Ə.,.AO G0 yE 


/1 +” + Ат + 
故 
Је + х) dydz -zdxdy = Jue +x)( —x) -z]dxdy. 
再 按 对 坐标 的 曲面 积 分 的 计算 法 , 便 得 


| (22 +x)dydz —zdxdy 
> 
Р 2.2 l, ә 2 
=. ЕЕ +) tal (а) -3 +у ) Jazdy. 
Dzy 
注意 到 [= +y) "dxdy =0, 故 
Dıy 
[e +x)dydz — zdxdy = [= © +) |4хду 
£ bo 
2т 2 ; š 1 3 
=Í do | G cos 0+p eqe =8т. 
习 题 11-5 


. 按 对 坐标 的 曲面 积分 的 定义 证 明 公 式 
[LP (x7,2) +P,(x,y,z) ] dydz = [P.C y.) dydz + [| Р, х,у) dyaz. 
p3 z > 
2. 4 X J хОу 面 内 的 一 个 闭 区 域 时 ,曲面 积分 R(x,y,z)dxdy 与 二 重 积分 有 什么 关系 ? 
2 


3. 计算 下 列 对 坐标 的 曲面 积分 : 
(1) Јах», УЮША +у +z = А 的 下 半 部 分 的 下 侧 ; 
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(2) IES +xdydz + ydzdx Жн X ERM х +y =1 被 平面 z=0 及 z=3 所 截 得 的 在 第 
_ 卦 限 内 的 部 分 的 前 侧 ; 

(з) оса, 7,2) + х] dydz + [27 (x,y,z) + у] dzdx + [f(x,y,z) + z] dxdy, 其 中 
xy 本 为 连续 函数 ,了 是 平面 x-y+z=1l 在 第 四 卦 限 部 分 的 上 侧 ; 

(4) ф xzdxdy + xydydz + yzdzdx, 其 中 了 是 平面 x=0,y=0,z=0,x+y+z=1l 所 围 成 的 空 
间 区 域 的 整个 边界 曲面 的 外 全 

4. 把 对 坐标 的 曲面 积分 

pea) dydz + 0(х,у„:)4гйх + R(x,y,2) dxdy 

化 成 对 面积 的 曲面 积分 ,其 中 


(1) УЗ Зх +2y+2V3z = 6 在 第 一 卦 限 的 部 分 的 上 侧 ; 
(2) 有 5 是 抛物 面 z=8 - (x° +y ) 在 x0y 面 上 方 的 部 分 的 上 侧 . 


第 六 节 ”高 斯 公式 “ 通 量 与 散 度 


格林 公式 表达 了 平面 闭 区 域 上 的 二 重 积分 与 其 边界 曲线 上 的 曲线 积分 之 间 
的 关系 ,而 高 斯 (Gauss) 公 式 表 达 了 空间 闭 区 域 上 的 三 重 积分 与 其 边界 曲面 上 的 
曲面 积分 之 间 的 关系 ,这 个 关系 可 陈述 如 下 : 

定理 1 设 空间 闭 区 域 2 是 由 分 片 光 滑 的 闭 曲 面 研 所 围 成 , 若 函 数 
P(x,y,z) \O(x,y,z) 与 Rx,y,z) 在 人 02 上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 有 


(+ 90 ， н) Даная ана, (6 = 1) 
дх ду д: 
或 
js: 7 + os)an= р Peot а Осо Roos уа, 6-1) 
y дх ду 


jk Ë X E. 0 的 整个 边界 曲面 的 外 侧 ,cos acos В 与 cos у 是 了 在 点 (x,y,z) 处 的 
法 向 量 的 方向 余弦 . 公式 (6 -1) 或 (6 -1') 叫 做 高 斯 公式 . 
证 ”由 公式 (5 -9) 可 知 ,公式 (6 -1) 及 (6 -1') 的 右 端 是 相等 的 ,因此 这 里 
只 要 证 明 公 式 (6 -1) 就 可 以 了 . 
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RAKE O E хОу 面 上 的 投影 区 域 为 D,. 假定 穿 过 0 内 部 且 平 行 于 z 轴 的 
直线 与 O 的 边界 曲面 三 的 交点 恰好 是 两 个 . 这 
E, УНУ, X, ЯП X, = à rH (Е 
11 -25) ,其 中 3 ЯП X, 分别 由 方程 z=z (x,y) 
12 =2,(х,у) 8,18 z (x,y)<z,(x,y), Z, 
ЕО, У, REM, У, 是 以 D,, 的 边界 曲线 为 准 
线 而 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 上 的 一 部 分 , R 
外 侧 . 

根据 三 重 积 分 的 计算 法 ,有 


oR 3) әр 
Bn = JU ak „д 
rA д2 bo z(x,y) д2 z} y 


= | {#[х,у,а(а,у)] - Кау, (ау) ]} ddy. (6-2) 


" 5,2=2,(х, у) 





根据 曲面 积分 的 计算 法 ,有 


0..2) ахау = -一 [| R[x,y,z (х,у) ]dxdy. 
Z Diy 


Ј 0..2) ау = RU. (z.y) 19а. 
因为 3 上 任意 一 块 曲面 在 хОу 面 上 的 投影 为 零 , 所 以 直接 根据 对 坐标 的 曲面 积 
分 的 定义 可 知 


Ј 0..2) ау = 0. 


Уз 
把 以 上 三 式 相 加 ,得 
Је.) ау = ЈАС, у, (ау) - Ё[х,у,(х,у)]}4хйу. (6-3) 
比较 (6 -2) 与 (6 3) 两 式 ,得 
dy = {каушау  。 


如 果 穿 过 0 内 部 且 平 行 于 % 轴 的 直线 以 及 平行 于 y 轴 的 直线 与 O 的 边界 
曲面 的 交点 也 都 恰好 是 两 个 ,那么 类 似 地 可 得 


oP 
Ја; 党 P P(x.r a) dyis, 


д0 
一 dy = (x,y,z)dzdx, 
n ду fe ; 
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把 以 上 三 式 两 端 分 别 相 加 , 即 得 高 斯 公式 (6 -1). 

在 上 述 证 明 中 ,我 们 对 闭 区 域 Q2 作 了 这 样 的 限制 , 即 穿 过 2 内 部 且 平 行 于 

坐标 轴 的 直线 与 О 的 边界 曲面 三 的 交点 恰好 是 两 点 . 如 果 0 不 满足 这 样 的 条 

件 ,可 以 引进 几 张 辅助 曲面 把 0 分 为 有 限 个 闭 区 域 ,使 得 每 个 闭 区 域 满 足 这 样 

的 条 件 ,并 注意 到 沿 辅助 曲面 相反 两 侧 的 两 个 曲面 积分 的 绝对 值 相等 而 符号 相 
反 , 相 加 时 正好 抵消 ,因此 公式 (6 -1) 对 于 这 样 的 闭 区 域 仍然 是 正确 的 . 
例 1 利用 高 斯 公式 计算 曲面 积 

ф (x-y) алау + (у -z)xdydz, 


x 


其 中 3 为 柱 面 x +y = 1 及 平面 z=0,z=3 所 围 成 的 空间 闭 
区 域 2 的 整个 边界 曲面 的 外 侧 ( 图 11 — 26). 
解 因 P=(y-z)x,Q@=0,R=x-y， 
IP -， :20 0, 2R 
дх ду д2 


利用 高 斯 公式 把 所 给 曲面 积分 化 为 三 重 积 分 ,再 利用 柱 面 坐 
标 计算 三 重 积 分 ,得 
$ (х = у) ахау + (y -z)xdydz 


=0, 





= |] (у -z)dxdydz = | (psin 0 – z)pdod0d:z 
n 


-人 аө [о4о (psin Ө — z)dz = -2m 


例 2 利用 高 斯 公式 计算 曲面 积 
| cos а +y` cos В +z cos y)dS, 
其 中 卫 为 锥 面 +y =z 介 于 平面 z=0 及 平面 z=h (А >0) 之 间 的 部 分 的 下 
侧 ,cos w ‚соз В 5 cos y 是 在 点 (x,y,z) 人 处 的 法 向 量 的 方向 余弦 . 
解 因 曲面 研 不 是 封闭 曲面 , 故 不 能 直接 利用 高 斯 公式 . 若 设 X. 为 z= 
h (x +y < 有) 的 上 侧 , 则 3 与 一 起 构成 一 个 封闭 曲面 , 记 它 们 围 成 的 空间 
闭 区 域 为 0, 利用 高 斯 公式 , 便 得 


$ (x? cosa + y "соз В + Z° cos у) 45 
зрео ва Ја [ 7 (X+Y+z )dz, 
其 中 p. = | (х,у) 1а +y < h° | 注意 到 
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f fs (x+y)dz=0 


$ (xz cos а + y соѕ В +2 соз у) $ = J -x -y +) drdy = — mh. 
而 
ЕЕК a + уг cos В + Z cos у) $ = Ја = | па = тһ“. 
因此 


Í (x cos а + y cos В +: cos у) 45 s rh -Th = --——тһ. 


例 3 БЕТ. и(х,у,2) о(х,у,2) EHAKE О 上 具有 一 阶 及 二 阶 连续 偏 导 
数 ,证 明 


|I uAvdxdydz = фә 5—48 – [| | = + T е 2.) аз xdydz, 
0 


Ж > ЕЙ O ВЕТ УКИ, 为 函数 v(x*,y,z) 沿 的 外 法 线 方向 的 方 
向 导数 ,符号 A = ©, m нне Laplace) 算 子 . 这 个 公式 叫做 格 
林 第 一 公式 . 

证 因为 方向 导数 
A = ао ros а + Ae ов В + ЗЛ ав y 
ðn дх ðy д: Í 
其 中 cos e cos В 与 cosy 是 三 在 点 (*,y,z) 处 的 外 法 线 向 量 的 方向 余弦 . 于 是 曲 


面积 分 
фи ШТ = 
2 дп 


i 
eh 





ðv 


有 os >) dS 


利用 高 斯 公式 , 即 得 





д д1 0 др д д} 
ak en +21022 |dxdyaz 
Ox\ дХ ду\ ду дг д2 


二 Ј uAvdxdydz+ i [ pi ag + ай ар + S 00 dxdydz， 
7 b J дх дх ду ду дг д: 
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将 上 式 右 端 第 二 个 积分 移 至 左 端 便 得 所 要 证 明 的 等 式 . 
` 二 、 沿 任意 闭 曲 面 的 曲面 积分 为 零 的 条 件 


现在 提出 与 第 三 节 第 二 目 所 讨论 的 问题 相 类 似 的 问题 ,这 就 是 :在 怎样 的 条 
件 下 ,曲面 积分 
| Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 


与 曲面 号 无 关 而 只 取决 于 的 边界 曲线 ?这 问题 相当 于 在 怎样 的 条 件 下 , 沿 任 
意 闭 曲面 的 曲面 积分 为 零 ? 这 问题 可 用 高 斯 公式 来 解决 . 

先 介绍 空间 二 维 单 连通 区 域 及 一 维 单 连通 区 域 的 概念 . 对 空间 区 域 C, 如 果 
G 内 任 一 闭 曲面 所 围 成 的 区 域 全 属于 C, 则 称 G 是 空间 二 维 单 连通 区 域 ;如 果 С 
内 任 一 闭 曲线 总 可 以 张 成 一 片 完 全 属于 G 的 曲面 , 则 称 G 为 空间 一 维 单 连通 区 
域 . 例如 球面 所 围 成 的 区 域 既是 空间 二 维 单 连通 的 ,又 是 空间 一 维 单 连通 的 ; 环 
面 所 围 成 的 区 域 是 空间 二 维 单 连通 的 ,但 不 是 空间 一 维 单 连通 的 ;两 个 同心 球面 
之 间 的 区 域 是 空间 一 维 单 连通 的 ,但 不 是 空间 二 维 单 连通 的 . 

对 于 沿 任意 闭 曲 面 的 曲面 积分 为 零 的 条 件 ,我 们 有 以 下 结论 : 

定理 2 设 6 是 空间 二 维 单 连通 区 域 ,车 P(x,y,z)、Q(x,y,z) 与 R(x,y,z) 
在 6 内 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 曲面 积分 


[| Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 


# G 内 与 所 取 曲 面 了 无 关 而 只 取决 于 并 的 边界 曲线 (或 沿 C 内 任 一 闭 曲面 的 曲 
面积 分 为 零 ) 的 充分 必要 条 件 是 
oP 90 ӘК o 
9х ду д2 





(6-4) 


在 G 内 恒 成 立 . 

证 ” 若 等 式 (6 -4) 在 6 内 恒 成 立 , 则 由 高 斯 公式 (6 -1) 立 即 可 看 出 沿 G 内 的 
任意 闭 曲面 的 曲面 积分 为 零 ,因此 条 件 (6 -4) 是 充分 的 .反之 , 设 治 G 内 的 任 一 闭 
曲面 的 曲面 积分 为 零 , 若 等 式 (6 -4) 在 G 内 不 恒 成 立 ,就 是 说 在 С 内 至 少 有 一 点 
M, 使 得 
仿照 第 三 节 第 二 目 中 所 用 的 方法 ,就 可 得 出 G 内 存在 着 闭 曲面 使 得 沿 该 闭 曲面 
的 曲面 积分 不 等 于 零 ,这 与 假设 相 了 矛盾 . 因此 条 件 (6 -4) 是 必要 的 . 证 毕 . 
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三 、 通 量 与 散 度 


设 有 向 量 场 
А(х,у,2) =P(x,y,z)i+Q@Q(x,y,z)j +R(x,y,z)k, 
其 中 函数 P.Q 与 RR 均 具有 一 阶 连续 偏 导 数 ,S 是 场 内 的 一 片 有 向 曲面 ,n 是 3 
在 点 (x,y,z) 处 的 单位 法 向 量 , 则 积分 


y nds 


称 为 向 量 场 4 通过 曲面 向 着 指 § 定 侧 的 通 量 (或 流量 ). 
由 两 类 曲面 积分 的 关系 , 通 量 又 可 表达 为 


2,2 2 
uk ык лала 了 Hz] 





例 4 求 向 量 场 4 = уу +: k Fidh УЙГО] 


аа 
上 侧 的 通 量 , 其 中 了 为 柱 面 记 +z =1 (220) ЖЕ ⁄ a 
(1,—1,0) 256 


面 x=0 及 x=1l 截 下 的 有 限 部 分 (图 11 -27). 
解 曲面 三 上 侧 的 法 向 量 可 以 由 x 
f(x,y,z) =у +2? 图 11 -27 
的 梯度 Vf 得 出 , 即 
Е VF z 2yj +2zk 
(л /(2y) + (22)° 
在 曲面 三 上 ， 





=y +2 (y +z =1). 


A:n=yz+z =z(y +7 ) =z. 


因此 ,A 穿 过 5 流向 上 侧 的 通 量 为 


fa ` ndS = js = f /1 = °. = ` ia 


= [чө = 2, 
下 面 我 们 来 解释 高 斯 公 \ 式 


ðP „90 ƏR) _ 
jj ы Әх * ду + гъ j= фое + Qdzdx + Rdxdy (6-1) 





的 物理 意义 . 
设 在 闭 区 域 2 上 有 稳定 流动 的 不 可 压缩 的 流体 (假定 流体 的 密度 为 1) 的 


. 237 。 


第 十 一 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 





速度 场 

v(x,y,2) =P(x,y,z)i+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)k, 
其 中 国 数 P.Q 5 R EJ АЭ Ин, X je: a] PC 0 的 边界 曲面 的 外 侧 ‚о 
是 曲面 王 在 点 (x,y,z) 处 的 单位 法 向 量 , 则 由 第 五 节 第 一 目 知 道 ,单位 时 间 内 流 
体 经 过 曲面 三 流向 指定 侧 的 流体 总 质量 就 是 


Je ndS = fe. 48 = | Payas + Qdzdx + Rdxdy. 


因此 ,高 斯 公 \ 式 (6 - 1) 的 右 端 可 解释 为 速度 场 通过 闭 曲 面 王 流向 外 侧 的 通 
量 , 即 流体 在 单位 时 间 内 离开 闭 区 域 О 的 总 质量 . 由 于 我 们 假定 流体 是 不 可 压 
缩 且 流动 是 稳定 的 ,因此 在 流体 离开 О 的 同时 ,2 内 部 必须 有 产生 流体 的 “ 源 
头 " 产 生出 同样 多 的 流体 来 进行 补充 . 所 以 高 斯 公式 (6 -1) 的 左 端 可 解释 为 分 
布 在 О 内 的 源头 在 单位 时 间 内 所 产生 的 流体 的 总 质量 . 

为 简便 起 见 ,把 高 斯 公式 (6 -1) 改 写成 


(2+ 20 ， = Г {-.4. 
о дх ду д: ] 


以 闭 区 域 2 的 体积 V 除 上 式 两 端 ,得 


rilate Wa alesy $f". 45. 


上 式 左 端 表 示 0 内 的 源头 在 单位 时 间 单 位 体积 内 所 产生 的 流体 质量 的 平均 值 . 
应 用 积分 中 值 定理 于 上 式 左 端 ,得 


ðP aQ ӘК 
一 十 一 一 十 
[ дх ду 3z) 








l a 
s- Ü, as, 
A ү ў i 
(£ m ta 5 


HEEN, LE ОРИ. S OAA М(х, у,2) , 取 上 式 的 极限 ,得 
ӘР әй aR 1 £ x 
"ын ы 

上 式 左 端 称 为 速度 场 v 在 点 М 的 通 量 密度 或 散 度 ， ш div o( M) , 即 

aP àQ, 

дх tay + 人 


div v(M) 在 这 里 可 看 做 稳定 流动 的 不 可 压缩 流体 在 点 М 的 源头 强度 . 在 
div v(M) >0 的 点 处 ,流体 从 该 点 回 外 发 散 , 表 示 流 体 在 该 点 处 有 正 源 ;在 
div o( M) <0 的 点 处 ,流体 向 该 点 汇聚 ,表示 流体 在 该 点 处 有 吸收 流体 的 负 源 
(又 称 为 汇 或 洞 ) ;在 div v(M) =0 的 点 处 ,表示 流体 在 该 点 处 无 源 . 

对 于 一 般 的 向 量 场 





div v( M) = 
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A(x,y,z) =P(x,y,z)i+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)k, 


A 20, + 号 叫做 向 量 场 4 的 散 度 , 记 作 div A, Bp 
g A =ЎЁ 59 „ЭЕ 
дх ду д2 
利用 向 量 微 分 算 子 V ,A 的 散 度 div 4 也 可 表达 为 -A,B 
div A = Ç : A. 


如 果 向 量 场 4 的 散 度 div A 处 处 为 零 ,那么 称 向 量 场 4 为 无 源 场 . 
例 5 求 例 4 中 的 向 量 场 4 的 散 度 . 


E Wy asya. A yy удна 
ду д2 
利用 向 量 场 的 通 量 和 散 度 ,高 斯 公式 可 以 写成 下 面 的 向 量 形式 
div Аа = Í A.38 (6-5) 
Гел 








Mv. ad= fa, 45. (6-5') 


高 斯 公式 (6 -5) 表 示 : 向 量 场 4 通过 闭 曲面 王 流向 外 侧 的 通 量 等 于 向 量 场 
A 的 散 度 在 闭 曲 面 王 所 围 半 区域 2 上 的 积 


> = 11-6 


І. 利用 高 斯 公式 计算 曲面 积分 : 
(1) ф x dyaz + уг dzdx +z dxdy, 其 中 上 为 平面 x =0,у=0,2=0,х =а,у=а,2 =a 所 围 成 
£ 
的 立体 的 表面 的 外 侧 ; 
“(2) $ x dyaz + ух +z ахау, Ж Xx ARHI х +y +: =a 的 外 侧 ; 
У 
3) ф x2 dyaz + (ау —- г) dzdx + (2ху + yz) dxdy, R: h X J FEE PR K O < : < 
У 
Va -x -y ,x +y Sa (Тт; 
(4) «dydz +ydzdx +zdxdy, 其 中 驴 是 界 于 z=0 和 z=3 之 间 的 圆柱 休 x +y <9 的 整个 
y 
表面 的 外 侧 ; 
(5) ф 4xzdydz – y” dzdx + yzdxdy, Hp X Æ m x=0,y=0,z=0,x=1,y=1,z=1 所 围 成 
X 


* 239 。 


第 十 一 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 








的 立方 体 的 全 表面 的 外 侧 . 

`2. 求 下 列 向 量 A 穿 过 曲面 了 流向 指定 侧 的 通 量 : 

(1) A =yzi + xzj + xyk, 5 УН х +y a (0<z<h) 的 全 表面 ,流向 外 侧 ; 

(2) A=(2x-z)i +x -xzk,5 为 立方 体 0<x<a,0<y<a,0<z<a 的 全 表面 ,流向 
外 侧 ; 

(3) 4=(2x+3z)i-(xz+y)j+(y +22) К, У 10114 (3, -1,2) 为 球 心 ,半径 R=3 的 球 
面 ,流向 外 侧 . 

“3. 求 下 列 向 量 场 4 的 散 度 : 

(1) А = (х? +yz)i+(y +az)j+ (2 +ху)К; 

(2) A =е”і + соѕ(ху)ј + соѕ( хг) К; 

(3) А = yi + хуј + х2. 


4. 设 u(x,y,z) oC, y а) ЕРЕ ЕСА 0 ЕЙ ИН за ЕЕН А Ж, 24, 
于 依次 表示 u(x,y,z) o(zy,z) 沿 三 的 外 法 线 方向 的 方向 导数 . ПЕВА: 


j (uAv -vAu) dxdydz = $ ( u gu v ди Jas, 
ү y 





дп дп 
其 中 5 是 空间 闭 区 域 2 的 整个 边界 曲面 . 这 个 公式 叫做 格林 第 二 公式 . 
“5. 利用 高 斯 公式 推 证 阿 基 米 德 原理 :浸没 在 液体 中 的 物体 所 受 液 体 的 压力 的 合力 ( 即 浮 
JI) 的 方向 铅 直 向 上 ,其 大 小 等 于 这 物体 所 排 开 的 液体 的 重力 . 


第 七 他， 斯 托 殉 斯 公式 “环流 量 与 旋 度 


一 、 斯 托 克 斯 公式 


斯 托 克 斯 (Stokes) 公 式 是 格林 公式 的 推广 .格林 公式 表达 了 平面 闭 区 域 上 的 二 
重 积 分 与 其 边界 曲线 上 的 曲线 积分 间 的 关系 ,而 斯 托 克 斯 公式 则 把 曲面 上 上 的 曲面 
积分 与 沿 着 了 的 边界 曲线 的 曲线 积分 联系 起 来 . 这 个 联系 可 陈述 如 下 : 

定理 1 设 厂 为 分 段 光滑 的 空间 有 向 闭 曲 线 ,5 是 以 栈 为 边界 的 分 片 光滑 
的 有 向 曲面 , 矿 的 正 向 与 号 的 侧 符合 右手 规则 , 若 函 数 P(x,y,z) .Q(x,y,z) 与 
R(x,y,z) 在 曲面 5 (连同 边界 夏 ) 上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 有 


| (= -jdya: + (25 -2f dzdz + Ë 7 
ү ду д: 0z дх дх ду 





D 就 是 说 , 当 右 手 除 拇指 外 的 四 指 依 研 的 绕 行 方 向 时 ,拇指 所 指 的 方向 与 上 法 向 其 的 指向 相同 . 
这 时 称 矿 是 有 向 曲面 的 正 向 边界 曲线 . 
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= ф Рах + Qdy + Rdz. (7-1) 


公式 (7 -1) 叫 做 斯 托 克 斯 公式 . 
证 先 假定 三 与 平行 于 z 轴 的 直线 相交 不 多 于 一 点 ,并 设 卫 为 曲面 z = 
xz,y) 的 上 侧 , 王 的 正 向 边界 曲线 三 在 xOy 面 上 的 投影 为 平面 有 向 曲线 C,C 所 
围 成 的 闭 区 域 为 D，( 图 11 -28). 
我 们 设法 把 曲面 积分 
Pru: = ily 
| д: ду 


化 为 闭 区 域 D., 上 的 二 重 积分 ,然后 通过 格林 公式 使 它 与 
曲线 积分 相 联 系 . 
根据 对 面积 的 和 对 坐标 的 曲面 积分 间 的 关系 ,有 


K 一 о = £ ] Е B- осо у |45. 





(7-2) 
8 £ JU S л жй, йш X ЖИЕН т 2 Ж] 


эы f. ағ ў, 1 
——, cos Ë =———, cos y=————, 
Лу оо MAPA лара 
因此 cosB= -f,cos y, Е ERACO -2) 式 得 


k= -ddy = == [| p +) eos ydS, 


соѕ а = 


即 


ду 0z 
上 趟 右 端 的 曲面 积分 化 为 二 重 积分 时 ,应 把 P(x,y,z) PN у) Ж. 
因为 由 复合 函数 的 微分 法 ,有 
a ` Jos 


所 以 ,(7 -3) 式 可 写成 


Sd qa -2P ауу = = Е Р[ х,у, f(x,y) ]dxdy. 


2P dede -2 _ _ [(9Р,9Р | 2 
Ji dzd “dady 1 + f, ахау (7-93 


BERRAR, LARREZ PRATEADA D AARC ANARA 
- | EPs Aay) ldzdy = $ Р[х,у„/(х,у) аа, 
Dzy 97 i 
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84: dz -3rdzdy= ф P[x,y,f(x,y) ] d 


因为 函数 Ple y Дх yle C 上 点 (xz,y) 处 的 值 与 函数 P(x,y,z) 在 曲线 丁 
上 对 应 点 (xz,y,z) 处 的 值 是 一 样 的 ,并 且 两 曲线 上 的 对 应 小 弧 段 在 x 轴 上 的 投影 
也 一 样 ,根据 曲线 积分 的 定义 ,上 式 右 端的 曲线 积分 等 于 曲线 厂 上 的 曲线 积分 


[P(x,y,2) 9х. 因此 ,我 们 证 得 


Е zdz - даду = $ P(x,y,z) dx. (7-4) 


mu £ X F F f), T 4 5 ЖК ЯНК r Е, 35 Z (7 -4) 式 两 端 同时 改变 
符号 ,因此 (7 -4) 式 仍 成 立 . 

其 次 ,如 果 曲 面 与 平行 于 z 轴 的 直线 的 交点 多 于 一 个 ,那么 可 作 辅 助 曲线 把 
曲面 分 成 几 部 分 ,然后 应 用 公式 (7 -4) 并 相 加 . 因为 沿 辅助 曲线 而 方向 相反 的 
两 个 曲线 积分 相 加 时 正好 抵消 ,所 以 对 于 这 一 类 曲面 公式 (7 -4) 也 成 立 . 

同样 可 证 


0, у 00, 
P дх кет д: as $ Qdy, 
у dz - аф = =: $ Rdz. 


把 它们 与 公式 (7 ТР РЕЯ -1). 证 毕 
为 了 便于 记忆 ,利用 行列 式 记号 把 斯 托 克 斯 公式 (7 -1) 写 成 


dydz dzdx dxdy 

9 0 д 

-< — R =: Pdx 
J зло $ dx + 08у + Rdz, 

P Q R 


把 其 中 的 行列 式 按 第 一 行 展开 ,并 把 二 .与 及 的 URRAS, 也 与 0 的 * 积 " 理 
ee 

әк 30 ӘР ƏR ag ӘРү, — 

= РСЕ гш эл | dd + жш; 


这 恰好 是 公式 (7 -1) 左 端的 被 积 表达 式 . 
利用 两 类 曲面 积分 间 的 联系 ,可 得 斯 托 克 斯 公式 的 另 一 形式 
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соѕ а соѕ В созу 





[| x - 5 dS = ф Pdx + Qdy + Rdz , 
А Р Q R 
其 中 中 = (cos о, соѕ В, cos y) 为 有 向 曲面 号 在 点 (x,y,z) 处 的 单位 法 向 量 . 

ШЖ У }& хОу 面 上 的 一 块 平面 闭 区 域 ,斯 托 克 斯 公式 就 变 成 格林 公式 . 因 
此 ,格林 公式 是 斯 托 克 斯 公式 的 一 种 特殊 情形 . 

例 1 利用 斯 托 克 斯 公式 计算 曲线 积分 由 zdz + xdy +ydz, 其 中 本 为 平面 x+ 
y+z=1 被 三 个 坐标 面 所 截 成 的 三 角形 的 整个 边界 , 它 
的 正 向 与 这 个 平面 三 角形 号 上 侧 的 法 向 量 之 间 符 合 右 
手 规 则 (图 11 -29). 

解 ” 按 斯 托 克 斯 公式 ,有 


$ zdx + хау + ydz = | dydz + dzdx + ахау. 
x 





laya, = [т = +, 图 11 -29 
J> = [гг = > 


[ев = Је = >. 
其 中 D, .D.. 5 0 АЖ X Ж yOz_z0x 5 хОу 面 上 的 投影 区 域 ,因此 
Ü зах + xdy + ydz = 
例 2 利用 斯 托 克 斯 公式 计算 曲线 积分 
[= ф O 2) ак + (2 -x° )dy + (а? - 7°) dz, 
其 中 三 是 用 平面 x+y+z= 了 截 立 方 体 | (x,y,z)10<x<1,0<y<1,0<z<11 的 
表面 所 得 的 截 痕 , 若 从 Ох 轴 的 正 向 看 去 , 取 逆 时 针 方 向 (图 11-30(a) ). 
解 取 了 为 平面 x+y+z= 本 的 上 侧 被 六 所 力 成 的 部 分 ,号 的 单位 法 向 量 


"= 50,1) ,8 сов a = cos B = cos у => 按 斯 托 克 斯 公式 ,有 
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1 1 1 
V3 үз {з 1 
fe Р F a ẹds=-2 ff (x+y+z)ds. 
| дх ду д: zl 
Por аза” аыр 
ЕЖЕ Ек+у+:=-—-,Ж 
4 3 
faa sp ын ass 
Жр DD, 为 号 在 x0y 平 面 上 的 投影 区 域 (图 11 -30(b)),o, 为 D,, 的 面积 , 因 
3 
oy=1-2x 训 = 二 
故 
Ка =. 





11-30 


二、 空间 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 


在 第 三 节 中 ,利用 格林 公式 推 得 了 平面 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 . 完全 类 
似 地 ,利用 斯 托 克 斯 公式 ,可 推 得 空间 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 . 

首先 我 们 指出 ,空间 曲线 积分 与 路 径 无 关 相 当 于 沿 任意 闭 曲线 的 曲线 积分 
为 零 . 关于 空间 曲线 积分 在 什么 条 件 下 与 路 径 无 关 的 问题 ,有 以 下 结论 

定理 2 设 空 间 区 域 是 一 维 单 连通 域 , 若 函数 P(x,y,z)、Q(x,y,z) 与 


R(x,y,z) 在 G 内 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 空间 曲线 积分 | Pde + Qdy + Ra: 在 G 


. 244 + 


第 七 节 ”斯 托 克 斯 公式 “环流 量 与 旋 度 








内 与 路 径 无 关 ( 或 沿 G 内 任意 闭 曲线 的 曲线 积分 为 零 ) 的 充分 必要 条 件 是 
ӘР aQ 0 ƏR ӘК ӘР 
ду дх' дт ду” дх дт 





(7-5) 


在 Ç 内 恒 成 立 . 
证 ”如果 等 式 (7-5) 在 G 内 恒 成 立 , 那 么 由 斯 托 克 斯 公式 (7 - 1) 立即 可 看 出 ， 
沿 闭 曲线 的 曲线 积分 为 零 , 因 此 条 件 是 充分 的 . 反之 , 设 沿 G 内 任意 闭 曲 线 的 曲线 积 


分 为 零 ,车 6 内 有 一 点 M, 使 (7 -5) 式 中 的 三 个 等 式 不 完全 成 立 , 例 如 3 天 3 不 妨 
假定 
80 oP _ 
| дх >). ен 


过 点 M, (X, so ,zo ) 作 平 面 2 =z ,并 在 这 个 平面 上 取 一 个 以 M, 为 圆心 .半径 足够 
小 的 圆 形 闭 区 域 ,使 得 在 K 上 恒 有 
д0 Рт 


or ду 2- 
设 y 是 的 正 向 边界 曲线 . 因为 y EFH z =z 上 ,所 以 按 定义 有 
d Pdx + Qdy + Rdz = d Pdx + Qdy. 
又 由 (7 -1) 式 有 


a 人 Ж, 
$ Рах + Qdy + Rdz = т оу |%%%У > 2 "` Юз» 


其 中 o 是 K 的 面积 ,因为 mw>0,o >0, 从 而 
j Рах + Qdy + Rdz > 0. 
这 结果 与 假设 矛盾 ,从 而 (7 -5) 式 在 G 内 恒 成 立 . ПЕЕ. 


定理 3 设 区 域 6 是 空间 一 维 单 连通 区 域 , 若 函数 Р(х,у,:),О(х,у,:) 5 
R(x,y,z) 在 CG 内 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 表达 式 Рах + Qdy + Ка: Æ С 内 成 为 某 
一 函数 u(x,y,z) 的 全 微分 的 充分 必要 条 件 是 等 式 
(7-5)# G 内 恒 成 立 ; 当 条 件 (7 - 5) 满足 时 ,这 范 
数 ( 不 计 一 常数 之 差 ) 可 用 下 式 求 出 : 

u(x,y,z) = L. Pdx + Qdy + Rdz 


(хо,уо,20) 





(7 -6) 
或 用 定 积分 表示 为 ( 按 图 11 -31 取 积 分 路 径 , 且 此 





Mi(x,y0,20) 





M,(x,y,zo) 
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积分 路 径 在 G 内 ) 


u(x,y,z) = | Р(х,у, ,20) dx + | 0(в»у,в)4ду + | R(x,y,z) dz. (7-6') 


A(x,y,z) =P(x,y,z)i+Q@Q(x,y,z)j +R(x,y,z)k, 
其 中 函数 P.Q 与 R 均 连续 ,T 厂 是 4 的 定义 域内 的 一 条 分 段 光 滑 的 有 向 闭 曲 线 ,7 
是 械 在 点 (x,y,z) 处 的 单位 切 向 量 , 则 积分 
fa ті 


称 为 向 量 场 4 И ГВ Е. 
由 两 类 曲线 积分 的 关系 ,环流 量 又 可 表达 为 
фА -rds = фА “йг = f Pax + Qdy + Ка. 
例 3 求 向 量 场 4=(x –у)і +4 +x ТИША P йй, ДРГ Е 
Hi z= Vx +y 和 平面 z=2 的 交 线 ,从 z 轴 正 向 看 P AA EHA i. 
解 三 的 向 量 方程 为 
r=2cos ĝi +2sin Of +2k, 0<@<2т. 
于 是 
A = (x° —y)i+4z + xk = (4cos° 0 – 25іп 0)i+8j +4cos’ ӨК, 
dr=( -2sin 0d0)íi + (2соѕ 0d0)j, 
фА * ТЧз = фА “dr = ri — 8соѕ 0ѕіп 0 + 4sin’ Ө + 16cos 0)d0 = 4r. 
类 似 于 由 向 量 场 4 的 通 量 可 以 引出 向 量 场 4 在 一 点 的 通 量 密度 ( 即 散 度 ) 
一 样 ,由 向 量 场 4 沿 一 闭 曲 线 的 环流 量 可 引出 向 量 场 4 在 一 点 的 环 量 密度 或 旋 
度 . 它 是 一 个 向 量 , 定 义 如 下 : 
设 有 一 向 量 场 
A(x,y,z) =P(x,y,z)i+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)k, 
其 中 函数 PQ 1 R EJ R. — 26 f sp Ж, U e 
ðR д0\. (ӘР ӘК\, (д0 ӘР 
(we) rap (ww 
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称 为 向 量 场 4 的 旋 度 , 记 作 rot А, Вр 





_ (ӘК 90}. ӘР _ӘК\. ðQ ӘР 2 
rot = е = “|. 于 外 (7-7) 
利用 向 量 微 分 算 子 V ,向 量 场 4 的 旋 度 rot 4 可 表示 为 Yx4, 即 
i J k 
ro A=VxA= 1. Z, 
дх ду 0z 
Р О R 


若 向 量 场 4 的 旋 度 rot А 处 处 为 零 , 则 称 向 量 场 4 为 无 旋 场 . 而 一 个 无 源 且 
无 旋 的 向 量 场 称 为 调和 场 . 调和 场 是 物理 学 中 另 一 类 重要 的 向 量 场 ,这 种 场 与 调 
和 函数 有 密切 的 关系 . 

例 4 求 例 3 中 的 向 量 场 4 的 旋 度 . 


解 
i j k 
9 9 ð 
=V = — — -一 | 三 三 后 三 ] š 
rot A xA Эх S z 4i -2xj +k 
x -у 4: x 


设 斯 托 克 斯 公式 中 的 有 向 曲面 在 点 (x,y,z) 处 的 单位 法 向 量 为 
п = cos ої + cos В j + cos yk, 
则 
соѕ а соѕ В созу 


д д д 
дх ду д2 


Р 0 К 
于 是 ,斯 托 克 斯 公式 可 以 写成 下 面 的 向 量 形式 
frot A + nas = $A - rds (7-8) 
ХУ 





ГОА - n< УХА :· и = 





或 
| rot 4),4s = $ А, (7-8') 


5 
斯 托 克 斯 公式 (7 -8) 表 示 : 向 量 场 4 沿 有 向 闭 曲线 ГОРЕНЕ J. |Ë] BL Ж A 
的 旋 度 通过 曲面 王 的 通 量 , 这 里 玉 的 正 向 与 卫 的 侧 应 符合 右手 规则 . 
最 后 ,我 们 从 力学 角度 来 对 rot A 的 含义 作 些 解释 . 
设 有 刚体 绕 定 轴 ! 转动 ,角速度 为 oM 为 刚体 内 任意 一 点 . ТЕЛШ! 上 任 取 
一 点 О 为 坐标 原点 , 作 空 间 直 角 坐 标 系 , 使 z 轴 与 定 轴 /重合 , 则 о = ok ,而 点 M 
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可 用 向 量 r = ОМ = (x,y,z) 来 确定 . 由 力学 知道 ,点 M 的 线 速度 v 可 表示 为 


Çu = 0 X r. 

由 此 有 

i j k 

о=|0 0 @|=(-e@oy,ox,0), 

© y 2 
而 

i j k 

rotv=| | # Ž|=(0,0,2w) =2%. 
-wy wx 0 


从 速度 场 v 的 旋 度 与 旋转 角速度 的 这 个 关系 ,可 见 “ 旋 度 " 这 一 名 词 的 由 来 . 
习 题 11-7 


1. 试 对 曲面 5:z =x жу, y Sl, Py, Qx, R=? 验证 斯 托 克 斯 公式 . 
`2. 利用 斯 托 克 斯 公式 ,计算 下 列 曲线 积分 : 
(1) ydx +zdy жаг, Н Г а ty +: а? ,x+y+z=0, 若 从 x* 轴 的 正 向 看 去 ， 
这 圆周 是 取 逆 时 针 方 向 ; 
(2) ф (у-:)4х + (2-а) бу + (х - y) dz, ФГ 2 +y аг, 262-1 (a >0, 
Ь>0), #3 х WENA A , ОСАГЕ ДЕЕ ri; 
(3) ф Зух -xzdy + y2 dz, ДН Г Ж х + =2z,z=2, 若 从 = 轴 正 向 看 去 ,这 圆周 是 
取 逆 时 针 方 向 ; 
(4) 2ydx +3xdy -zdz, 其 中 本 是 圆周 x +у +z =9,z=0, 若 从 = 轴 正 向 看 去 ,这 圆 所 
是 取 逆 时 针 方 向 . 
“3. 求 下 列 向 量 场 4 的 旋 度 : 
(1) A=(2z-3y)i+(3x-z)j+(y-2x)k; 


(2) A=(z+sin y)i — (z — xcos y)j; 


(3) А = хіп yi + y sin(xz)j + хузїп( cos z) k. 


“4. 利用 斯 托 克 斯 公式 把 曲面 积分 | rot A ndS 化 为 曲线 积分 ,并 计算 积分 值 ,其 中 A、5 


K n 分别 如 下 : 
(1) A =y i+ xyj+axzk, 5 H LESM z= V1-x -六 的 上 侧 ,n 是 的 单位 法 向 量 ; 
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(2) A=(y-z)i+yzj-xzk,X HF | (x,y,z)10<x<2,0<y<2,0<zs2| 的 表面 外 
WAH хОу 面 上 的 那个 底面 ,n 是 了 的 单位 法 向 量 . 

`5. 求 下 列 向 量 场 4 沿 闭 曲 线 厂 (从 z 轴 正 向 看 丁 依 逆 时 针 方 向 ) 的 环流 量 : 

(1) A= -yi+xj+ck (c УЖЫ), T HAJ х +y =1,z=0; 

(2) А = (х-:)і+ (х +yz)j-3ay k Жр P HAJ :=2- Vx +y ,z=0. 

“6. 证 明 rot(a +b) =rota +rot b. 

`7. 设 u=u(x,y,z) 具 有 二 阶 连续 偏 导数 , 求 rot( grad и). 


总 习题 十 一 
І. 填空 
(1) 第 二 类 曲线 积分 | Рах + Qdy + Rdz 化 成 第 一 类 曲线 积分 是 
其 中 a By 为 有 向 曲线 弧 丁 在 点 (x,y,z) 处 的 的 方向 角 ; 
(2) 第 二 类 曲面 积分 ‖ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 化 成 第 一 类 曲面 积分 是 ,其 
a B 与 y 为 有 向 曲面 在 点 (4,y,z) 处 的 。 РЫЯ. 


2. 下 题 中 给 出 了 四 个 结论 ,从 中 选 出 一 个 正确 的 结论 : 
设 曲 面 是 上 半球 面 :x* + +z = А? (z>0) ,曲面 X, 是 曲面 了 在 第 一 卦 限 中 的 部 分 ， 
则 有 ( Ji. 


(A) | zas =4 f xas (B) ‖ yas =4 ff xas 
> ži X > 


(C) faas =4 | xas (D) |45 =4 | хуга5 
X 5 У х 


3. 计算 下 列 曲线 积分 : 

(1) $ Very ds JE LWA а + ал; 

(2) 上 ,其 中 Г ЫҢ х = cos t,y=tsin t,z=t (0<1<4); 

(3) | (2а у) ах +хйу ‚ДИ, HIR a а-па) у = a(l — cos 1) EXHI t A O F] 22 
的 一 段 弧 ; 

(4) | (O? -2 ) dx +2yzdy ааг Д ГОА уа Ета =0 |, =1 K 
ВД; 

(5) [| (esiny -27)dz+ (eeosy-2)dy, 其 中 了 上 为 上 半 国 周 (z а)? +3? =a? y>0 Win 
时 针 方 向 ; 

(6) xyzdz, 其 中 本 是 用 平面 y=z 截 球面 吧 + 疡 +=1 所 得 的 截 痕 ,从 z 轴 的 正 向 看 
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去 , 沿 道 时 针 方 向 . 
4. о 


Ае ОНР УЕ 2-0 6: H Е O +y = А, 


аре -z)dydz + (2° - x) dzdx + (x? -y)dxdy, Ж X #2 = x° +y (0<z=<h) 


的 外 侧 ; 
(3) | 9а: + yazax +zdxdy, 其 中 上 为 半球 面 z= VR -x -y WEM; 


(4) |99», 5 HERH x° +y +z =1 (x 宇 0,y 三 0) 的 外 侧 . 
У 


5. EE 二 ?在 整个 *0y 平面 除去 y 的 负 半 轴 及 原点 的 区 域 6 RREAN 
全 微分 ,并 求 出 一 个 这 样 的 二 元 函数 
6. 设 在 半 平 面 *>0 WHJ F= -六 (+ 贡 构 成 力 场 ,其 中 人 为 常数 ,p = V + 六 证 


о eet aa 
. 设 函 数 /(x) 在 ( -% ,+% ) 内 具有 一 阶 连续 导数 ,L 是 上 半 平 面 (y>0) 内 的 有 向 分 段 
光滑 曲线 ,其 起 点 为 (a,0) ,终点 为 (c,d). 记 


[= |U кууу) lde + АЕ) -1]4у 
L. у y 


(1) 证 明 曲线 积分 /与 路 径 无 关 ; 
(2) 当 ab=cd 时 , 求 1 的 值 . 


8. 求 均匀 曲面 z= wo -x -у 的 质心 的 坐标 . 
9. 设 u(x,y) 与 v(x,y) 在 闭 区 域 D 上 都 具有 二 阶 连续 偏 导 数 ,分 段 光 滑 的 曲线 工 为 D 的 
正 向 边界 曲线 . 证 明 : 


(1) ан =- f ea u grad v)dxdy + $: 289; 
(2) f tub rh dndy = } (i 


其 中 羡 与 虹 分 别 是 与 sv 沿 的 外 法 线 向 量 m 的 方向 导数 ， 符号 A = + 称 二 维 拉 普 拉 


ox ду 
斯 算 子 . 
10. ЖАЖА =хі+уј +: ЧИБА 0 = | (х,у,2) 10<х<1,0<у<1,0<:<11 020 
界 曲面 流向 外 侧 的 通 量 . 


11. 求 力 =yi+zj+xk 沿 有 向 闭 曲线 厂 所 作 的 功 , 其 中 丁 为 平面 x+y+:=1 被 三 个 
坐标 面 所 截 成 的 三 角形 的 整个 边界 ,从 z 轴 正 向 看 去 , 沿 顺 时 针 方 向 . 
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第 十 二 章 无 穷 级 数 


无 穷 级 数 是 高 等 数学 的 一 个 重要 组 成 部 分 , 它 是 表示 函数 、 人 研究 函数 的 性 质 
以 及 进行 数值 计算 的 一 种 工具 . 本 章 先 讨论 常数 项 级 数 , 介 绍 无 穷 级 数 的 一 些 基 
本 内 容 , 然 后 讨论 函数 项 级 数 ,着 重 讨论 如 何 将 函数 展开 成 考级 数 和 三 角 级 数 的 
问题 . 
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一 、 常 数 项 级 数 的 概念 


人 们 认识 事物 在 数量 方面 的 特性 ,往往 有 一 个 由 近似 到 精确 的 过 程 . 在 这 种 
认识 过 程 中 ,会 遇 到 由 有 限 个 数量 相 加 到 无 穷 多 个 数量 相 加 的 问题 . 

例如 计算 半径 为 尺 的 圆 面积 4, 具体 做 法 如 下 : 作 圆 的 内 接 正六 边 形 ,算出 
这 六 边 形 的 面积 o, 它 是 圆 面积 4 的 一 个 粗糙 的 近似 值 . 为 了 比较 准确 地 计算 
出 4 的 值 ,我 们 以 这 个 正六 边 形 的 每 一 边 为 底 分 别 作 一 个 顶点 在 圆周 上 的 等 腰 
三 角形 (图 12 -1) ,算出 这 六 个 等 腰 三 角形 的 面积 之 和 a,. 那么 а, +а, (Вр 
正 十 二 边 形 的 面积 ) 就 是 4 的 一 个 较 好 的 近似 值 . 同样 地 ,在 这 正 十 二 边 形 的 每 
一 边 上 分 别 作 一 个 顶点 在 圆周 上 的 等 腰 三 角形 ,算出 这 十 二 个 等 腰 三 角形 的 面 
EZA a, ДА a, +a, +a;( 即 内 接 正 二 十 四 边 形 的 面积 ) 是 4 的 一 个 更 好 的 近 
似 值 . 如 此 继续 下 去 ,内 接 正 3 x2"” 边 形 的 面积 就 逐步 逼 近 圆 面积 : 

A=a,, A~a, +a,, A==a, +а, tayta 
A=a, +a, +> +a, 

如 果 内 接 正 多 边 形 的 边 数 无 限 增多 , 即 n 无 限 增 大 ,那么 和 
a, +o+…+oan 的 极限 就 是 所 要 求 的 圆 面积 A. 这 时 和 式 中 
的 项 数 无 限 增多 ,于 是 出 现 了 无 穷 多 个 数量 依次 相 加 的 数 
BAF 

一 般 地 ,如 果 给 定 一 个 数列 
那么 由 这 数列 构成 的 表达 式 


u, +u, +u, + +u, +: (1-1) 
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叫做 (常数 项 ) 无 穷 级 数 ,简称 (常数 项 ) 级 数 , 记 为 》 u, BU 


> =u +u + +u +, 


i=l 


其 中 第 项 叫做 级 数 的 一 般 项 . 

上 述 级 数 的 定义 只 是 一 个 形式 上 的 定义 ,怎样 理解 无 穷 级 数 中 无 穷 多 个 数 
量 相 加 呢 ? 联系 上 面 关于 计算 圆 面积 的 例子 ,我们 可 以 从 有 限 项 的 和 出 发 ,观察 
它们 的 变化 趋势 ,由 此 来 理解 无 穷 多 个 数量 相 加 的 含义 . 

作 ( 常 数 项 ) 级 数 (1 -1) 的 前 n 项 的 和 


$, 二 也 Фи, Feet, = У Ha (1-2) 


s, 称 为 级 数 (1 -1) 的 部 分 和 . 当 nn 依 次 取 1,2,3,… 时 ,它们 构成 一 个 新 的 数列 
S FUs, 55 FU +U, $5 SU tU 十 23 "7, 
S, = U, ФШ Fare Вз". 
根据 这 个 数列 有 没有 极限 ,我 们 引进 无 穷 级 数 (1 -1) 的 收敛 与 发 散 的 概念 . 
定义 ”如 果 级 数 > и, 的 部 分 和 数列 {s,} ARR 5, B 


lims, =s, 


n— x 


那么 称 无 穷 级 数 S u, 收敛 ,这 时 极限 * 叫做 这 级 数 的 和 ,并 写成 


ЕР АЗ 


ЕД 


WRI 没有 极限 ,那么 称 无 穷 级 数 S u, 发 散 . 


显然 , 当 级 数 收敛 时 ,其 部 分 和 s, 是 级 数 的 和 * 的 近似 值 ,它们 之 间 的 差 值 
LT RE TU F 
叫做 级 数 的 余 项 . 用 近似 值 s, 代替 和 * 所 产生 的 误差 是 这 个 余 项 的 绝对 值 , 即 误 
差 是 17, |. 


从 上 述 定义 可 知 ,级 数 与 数列 极限 有 着 紧密 的 联系 . 给 定 级 数 > 心 , 就 有 


部 分 和 数列 |s, = > wi| ;反之 ,给 定数 列 1s,1 ,就 有 以 1s, | 为 部 分 和 数列 的 级 数 


i=l 


sı +(s,-—s ) +e +(5,—5;_ү) + =s, + (5, =.) = ` и,, 
і=2 i=l 


其 中 心 =s yu =5, -si(nE2). 按 定义 ,级 数 > и, FRN 15, 同时 收敛 或 同 
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时 发 散 , 且 在 收敛 时 ,有 
即 z 
例 1 无 穷 级 数 
S apaq+ayta a — ca += (1-3) 


叫做 等 比 级 数 (又 称 为 几何 级 数 ) ,其 中 a0,g 叫做 级 数 的 公 比 . 试 讨论 级 数 
(1 -3) 的 收 全 性 . 
解 ” 如 果 g 关 1, 那 么 部 分 和 





5, =a+ag+*…+ag” = 


a 


,因此 这 时 级 数 (1 - 3) 收敛, 其 和 





当 1gl <1 时 ,由 于 limg”=0, 从 而 lims， =; 





Жү “lgl >1 时 ,由 于 limg = % ,从 而 lims, = % ,这 时 级 数 (1 - 3) RA 


如 果 191 =1 ,那么 当 g =1 时 ,s, =na 一 o ,因此 级 数 (1 -3) 发 散 ; 当 g= -1 
时 ,级 数 (1 -3) 成 为 
а-а +о а paei, 
显然 s, 随 着 为 奇数 或 为 偶数 而 等 于 a 或 等 于 0, 从 而 s, 的 极限 不 存在 ,这 时 级 
数 (1 -3) 也 发 散 . 
综合 上 述 结果 ,我 们 得 到 :如 果 等 比 级 数 (1 -3) 的 公 比 的 绝对 值 1g1 <1, 那 
么 级 数 收敛 ;如 果 191=1 ,那么 级 数 发 散 . 
例 2 证 明 级 数 
I]+2+3+- +n + 
是 发 散 的 . 
证 这 级 数 的 部 分 和 为 
$, =1 +2434 жп ED, 
显然 ,lims, = % ,因此 所 给 级 数 是 发 散 的 . 
з 判定 无 穷 级 数 
] l I 


l<3 73 3 “шты 
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的 收敛 性 . 
解 ” 由 于 
1 1 1 
п(п+1) n n+l 
因此 
ЕТЕ ы ы реф | 
" 1+2 дз п(п+1) 
(1-5) +16) + [ч Е к: 
从 而 


lims, = lim | 1 "i =l; 
n— о n+l 


n— œ 


所 以 这 级 数 收敛 , 它 的 和 是 1. 
二 、 收敛 级 数 的 基本 性 质 


根据 无 穷 级 数 收敛 ,发散 以 及 和 的 概念 ,可 以 得 出 收敛 级 数 的 几 个 基本 性 质 . 
性 质 1 如 果 级 数 》 u, 收 剑 于 和 ,那么 级 数 У ku, 也 收敛 , 且 其 和 为 ks. 


Ж 设 级 数 У u, 与 级 数 》 ku, 的 部 分 和 分 别 为 s, 与 0,, 则 
с, = Еш + ku, + + Би, = ks, 


于 是 


limo, = limks, =k lims, = ks. 


这 就 表明 级 数 У ku, KAK, B RUS ks. 


由 关系 式 o, = ks, 知道 ,如 果 |s,| 没 有 极限 且 А50, ЗА (о, | 也 不 可 能 有 极 
ER. 因此 我 们 得 到 如 下 结论 :级 数 的 每 一 项 同 乘 一 个 不 为 零 的 常数 后 , 它 的 收敛 
性 不 会 改变 . 


性 质 2 ”如果 级 数 了 u, 与 У о, 分 别 收敛 于 和 ; 与 o ,那么 级 数 (и. жеў 
ие, BEMA s +0. 和 一 

E жыш У u, 与 У о, 的 部 分 和 分 别 为 s, 与 rc,, 则 级 数 У (u, +0.) 
的 部 分 和 í 所 
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T, = (u; жъъ) + (u, tu) ++ +(и„ +0.) 


= (ш +u, +° +u ) + (0 tu, + +0) =5, +o,, 


lim7, = lim (s, +0,) =s +. 
je нэн 


这 就 表明 级 数 5. (u, +20,) 收敛 , 且 其 和 为 + о. 


PE BE 2 也 说 成 :两 个 收敛 级 数 可 以 逐 项 相 加 与 逐 项 相 减 

性 质 3 在 级 数 中 去 掉 、 加 上 或 改变 有 限 项 ,不 会 改变 级 数 的 收敛 性 . 

证 ”我们 只 需 证 明 “ 在 级 数 的 前 面部 分 去 掉 或 加 上 有 限 项 ,不 会 改变 级 数 的 
收敛 性 ” ,因为 其 他 情形 ( 即 在 级 数 中 任意 去 掉 、 加 上 或 改变 有 限 项 的 情形 ) 都 可 
以 看 成 在 级 数 的 前 面部 分 先 去 掉 有 限 项 ,然后 再 加 上 有 限 项 的 结果 . 

设 将 级 数 

u, +u,+ - +u, F Upg F FUL TO 
ШИЙ Е, ДА 

Шур Шур F ЕЩ, 

于 是 新 得 的 级 数 的 部 分 和 为 

С, =m.) Ша Ф ФШ 05р 8, 
其 中 s,,, 是 原来 级 数 的 前 +n 项 的 和 . 因为 s, 是 常数 ,所 以 当 m_*w ВЕ, с, 与 
s .或 者 同时 具有 极限 ,或 者 同时 没有 极限 . 

类 似 地 ,可 以 证 明 在 级 数 的 前 面 加 上 有 限 项 ,不 会 改变 级 数 的 收敛 性 . 


性 质 4 ”如 果 级 数 > u, 收敛 ,那么 对 这 级 数 的 项 任意 加 括号 后 所 成 的 级 数 
(и, P +u.) + (ua t'i tu, ) ++ + (u 


仍 收敛 , 且 其 和 不 变 . 


+ и 


nk - +1 


证 设 级 数 > и ТАЯ Ж |з„| ,加 括号 后 所 成 的 级 数 (1 -4) 的 部 
分 和 数列 为 14;1, 则 


A; =ш + +u, =5„, 


A,= (u, += Ei) Са #к= Flg) е5 з 


+1! 


A,=(u += +ú, ) + (ü. aa t Tü.) + + (и ++) =E Sago 


ngaji 


可 见 , 数 列 14i| 是 数列 1s,| 的 一 个 子 数 列 . НЯ, КЕДЕИ ЖЯ 5 
其 子 数列 的 关系 可 知 ,数列 |4,| 必定 收敛 ,上 且 有 
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limA, = lims,， 
即 加 括号 后 所 成 的 级 数 收 敛 , 且 其 和 不 变 . 
注意 ”如果 加 插 号 后 所 成 的 级 数 收敛 ,那么 不 能 断定 去 括号 后 原来 的 级 数 
也 收敛 . 例如 ,级 数 
(1-1) +(1-1) + 
W 32 ,但 级 数 
1-1+1-1+® 
却 是 发 散 的 . 
根据 性 质 4 可 得 如 下 推论 :如 果 加 括号 后 所 成 的 级 数 发 散 , 那 么 原来 级 数 也 发 
散 . 事实 上 ,倘若 原来 级 数 收敛 , 则 根据 性 质 4 知道 ,加 括号 后 的 级 数 就 应 该 收敛 了 . 


性 质 5( 级 数 收敛 的 必要 条 件 ) 如果 级 数 > u, 收敛 ,那么 它 的 一 般 项 u, 
趋 于 零 Вр 


limu, = 0. 
n— = 


Ж ЖЖ У и, 的 部 分 和 为 5,, 目 s, >s (по), I 


lim u, = lim(s, -s,_;) = lims, 一 lims,_, =s —s=0. 
由 性 质 5 可 知 ,如 果 级 数 的 一 般 项 不 趋 于 零 ,那么 该 级 数 必定 发 散 . 例如 ,级 数 
a ж =1)"7!—-®—+ 
2 3 4 n+l 


它 的 一 般 项 ,=( -1 учы n— 时 不 趋 于 零 ,因此 该 级 数 是 发 散 的 , 


注意 ”级 数 的 一 般 项 趋 于 零 并 不 是 级 数 收敛 的 充分 条 件 . 有 些 级 数 虽 然 一 
般 项 趋 于 零 ,但 仍然 是 发 散 的 . 例如 ,调和 级 数 


1 1 1 
k а hanta asi (1-5) 
虽然 它 的 一 般 项 u, -一 -0 (п—® ) ,但 是 它 是 发 散 的 . 现在 我 们 用 反 证 法 证 明 


如 下 : 
假若 级 数 (1 -5) 收 敛 , 设 它 的 部 分 和 为 5 El 5,25 (л оо ). 显然 ,对 级 数 
(1 一 5 ) 的 部 分 和 San BA 55,5 (n— e ). 于 是 


sn 8,95 — s = 0 (n— e ). 
但 另 一 方面 
$s, T ү + + ПЕ ИР khuspa E sab 
2 Tn n+2 2n ûn 2n _ 2 2 
7 项 
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故 
sns, 20 (по), 
与 假设 级 数 (1 -5 ) 收 敛 了 矛盾. 这 矛盾 说 明 级 数 (1 -5) 必 定 发 散 . 


=. Юре 


怎样 判定 一 个 级 数 的 收敛 性 呢 ?” 我 们 有 下 述 的 柯 西 审 敛 原理 . 


定理 ( 柯 西 审 剑 原理) Ж > 收敛 的 充分 必要 条 件 为 :对 于 任意 给 定 
的 正 数 ,总 存在 正 整数 N, 使 得 当 n>N 时 ， 对 于 任意 的 正 整 数 p, 都 有 


[i u, l| <E 


成 立 . 


证 设 级 数 ， u, 的 部 分 和 为 s, ,因为 


| 


+1 


所 以 由 数列 的 柯 西 极 限 存在 准则 (第 一 章 第 六 节 ) , 即 得 本 定理 结论 . 
例 4 利用 柯 西 审 敛 原理 判定 级 数 У L ае. 


解 ”因为 对 任何 正 整数 P， 
[sy РРР +t +, 
] 1 ] 
三 -+— H = 
(п+1)7 (n+2) (n+p) 
i 1 1 


< + +" + 
n(n+1) (n+1)(n+2) (п+р-1)(п+р) 























yl d + l __1 Р 1 __1 
=(-— Т | | Is n+p 
] l l 


n n+p n’ 
所 以 对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 取 正 整 数 N> 一 „W n > N 时 ,对 任何 正 整 数 p， 
都 有 
[uw fu H +u, l < 


АИ 
成 立 . 按 柯 西 审 敛 原理 ,级 数 > 一 收敛 . 
n=1 П 











习 题 12-1 
1. 写 出 下 列 级 数 的 前 五 项 : 
A 1+ — 1-3... (2n-1) 
(1) ту? (2) 之 or 
we (=й = п! 
3 ; =s, 
(3) > 5" i W a 


2. 根据 级 数 收敛 与 发 散 的 定义 判定 下 列 级 数 的 收敛 性 : 


(1) > (Vnt+tl -Vn); 


n=l 
l 1 1 


(2) + qes A A 2 — 3k 
1:2 355 б»*7 (2п-1)(2п+1) ' 








(3) sin жш ZT te жый AT +... 


(4) т In (! =]. 


3. 判定 下 列 级 数 的 收敛 性 : 








8 8 g 8" 
1) -——+— -— + +( -1)' +; 

п) 9 9 9 ( Ж; 
(2) ++ t * шы эшш 
(39 фа Lpi 

3 B уз V3 

2 g3 

Р AEA 2 apa ; 

2 23 2 





l l l l l l l l 
(5) EC 
“4. 利用 柯 西 审 敛 原理 判定 下 列 级 数 的 收敛 性 : 
a) > CD, 


(2) 1 + ЗЭР. g + Ж. А. ои А ПР 
2 3 4 5 6 3n-2 3n-1 Зп 


(3) У =; 
п=1 








< 1 1 1 
(4) ya ETS EET, 
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第 二 节 ”常数 项 级 数 的 审 合法 





第 二 节 СЛАО АЧ г СК 


一 、 正 项 级 数 及 其 审 剑 法 


一 般 的 常数 项 级 数 , 它 的 各 项 可 以 是 正 数 、 负 数 或 零 . 现在 我 们 先 讨论 各 项 
都 是 正 数 或 零 的 级 数 ,这 种 级 数 称 为 正 项 级 数 . 这 种 级 数 特别 重要 ,以 后 将 看 到 
许多 级 数 的 收敛 性 问题 可 归结 为 正 项 级 数 的 收敛 性 问题 . 

设 级 数 





u, +u, 十 … +u, + (2-1) 
是 一 个 正 项 级 数 (u, 宇 0) , 它 的 部 分 和 为 % 显然 ,数列 1s, | 是 一 个 单调 增加 数列 

s Ss ge =s, = ---. 
如 果 数 列 1s, | 有 界 , 即 s, 总 不 大 于 某 一 常数 内, 根据 单调 有 界 的 数列 必 有 极限 
的 准则 ,级 数 (2 -1) 必 收 钱 于 和 s, 且 s,sM. 反 之 ,如 果 正 项 级 数 (2 -1) 收 敛 
于 和 s, 即 lims, =s ,根据 有 极限 的 数列 是 有 界 数 列 的 性 质 可 知 ,数列 {s,| Ж. 
此 ,我们 得 到 如 下 重要 的 结论 . 


定理 1 正 项 级 数 > u, 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 它 的 部 分 和 数列 s) 
AF. 


由 定理 1 可 知 , 如 果 正 项 级 数 > u, 发散, 那么 它 的 部 分 和 数列 s, -+ о 
TENE ШУ шш, 

根据 定理 1 ,可 得 关于 正 项 级 数 的 一 个 基本 的 审 伍 法 

定理 2( 比较 审 伍 法 ) 设 3 u, 和 т 都 是 正 项 级 数 , 且 w <w (n=1， 
2 ,…). 若 级 数 > v, Kre, MM > u, KE ERM > u, 发散, 则 级 


数 》 w 发 散 . 


证 设 级 数 У о, KAFA o WRZ У u, 的 部 分 和 


S, =U +u, +t +u Su +u, + +u So (n=1,2,.), 
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第 十 二 章 无穷 级 数 


即 部 分 和 数列 |s, | 有 界 , 由 定理 1 知 级 数 》 u, kan. 
反之 , 设 级 数 У и, 发 散 , 则 级 数 У о, 必 发 散 . 因为 车 级 数 Y v, 收敛 ,由 


上 面 已 证 明 的 结论 ,将 有 级 数 У u, 也 收敛 ,与 假设 矛盾 . 
注意 到 级 数 的 每 一 项 同 乘 不 为 零 的 常数 以 及 去 掉 级 数 前 面部 分 的 有 限 项 
不 会 影响 级 数 的 收敛 性 ,我 们 可 得 如 下 推论 : 


推论 设 5 u, 和 > о, 都 是 正 项 级 数 , 如 果 级 数 》 v, 收敛 , 且 存 在 正 整 


数 N AEH n> N NA u, <А, (k >0) 成 立 , 那 么 级 数 У и, 收敛 ;如 果 级 数 


> о, 发散, 且 当 nN 时 县 ty,，(k >0) 成 立 ,那么 级 数 > u, 发 散 . 
例 1 讨论 p 级 数 


的 收敛 性 ,其 中 常数 户 > 0. 
解 设 p<1. 这 时 级 数 的 各 项 不 小 于 调和 级 数 的 对 应 项 : > > 一 ,但 调和 级 


数 发 散 , 因 此 根据 比较 审 敛 法 可 知 , 当 p<1 на (2 2388, 
р>. А-а т. ВИ 
7 x 


k? k=l k” p 
从 而 级 数 (2 -2) 的 部 分 和 
s =l] + > 1+ > dx 1+ | Sd 








1 
=1 + (1 ста de), 
р-1 n р-1 


这 表明 数列 js,| 有 界 , 因 此 级 数 (2 -2) 收 敛 . 
综合 上 述 结果 ,我 们 得 到 -2) 当 p>1 时 收敛 , 当 p<1 时 发 散 . 











例 2 证 明 级 数 У, 75 1.68. 
п ( 
证 因为 n(n+1)< (n+1) ,所 以 —> 而 级 数 
i 
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x l МИС РР OET l + 
和 二 n+l 2 3 n+l 


是 发 散 的 . 根据 比较 审 敛 法 可 知 所 给 级 数 也 是 发 散 的 . 
为 应 用 上 的 方便 ,下 面 我 们 给 出 比较 审 敛 法 的 极限 形式 . 








定理 3( 比较 审 化 法 的 极限 形式 ) 18 Y w 和 Y s 都 是 正 项 级 数 ， 


(1) 如 果 lim 一 =1 (0<1< +2), BAM У w ka m A AN У u, 
收敛 ; 
(2) #1" 120 limt = + wm ,上 且 级 数 Y o, 发 散 , 那 么 级 数 Y u, 
moa 0 aa Ua n=l azl 
发 散 . 
证 (1) 由 极限 定义 可 知 , 对 e =1, 存 在 正 整 数 N, 当 n>N 时 ,有 


u, 
— zll, 
Va 


Ви, < (1+1)v,. 而 级 数 > о, 收敛 ,根据 比较 审 敛 法 的 推论 , 知 级 数 > u, 收敛 . 


n=1 


(2) 按 已 知 条 件 知 极限 im 二 存在 ,如 果 级 数 》 u, 收 笋 ,那么 由 结论 (1 ) 


必 有 级 数 > о, 收敛 ,但 已 知 级 数 > 发 散 ,因此 级 数 》 u, 不 可 能 收敛, 即 


级 数 Y u, 发 散 . 对 于 lim 一 = + = 的 情形 , 留 给 读者 证 明 ， 

极限 形式 的 比较 审 敛 法 ,在 两 个 正 项 级 数 的 一 般 项 均 趋 于 零 的 情况 下 ,其 实 
是 比较 它们 的 一 般 项 作为 无 穷 小 量 的 阶 . 定理 表明 , 当 nw 时 ,如 果 是 与 
同 阶 或 是 比 w 高 阶 的 无 穷 小 ,而 级 数 > о, е АОВ S u, К Ш a, 


1 =1 


是 与 w 同 阶 或 是 比 w 低 阶 的 无 穷 小 ,而 级 数 > о, 发 散 ,那么 级 数 У u, ЖШ. 


п= 1 


例 3 判定 级 数 У sin 一 的 收敛 性 
解 ” 因 为 


| 
sin -一 





=1>0, 


lim 


п» 0 


> | 一 
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而 级 数 Y 二 发 散 ,根据 定理 3 知 此 级 数 发 散 


用 比较 审 剑 法 审 敛 时 ,需要 适当 地 选取 一 个 已 知 其 收敛 性 的 级 数 > v, E 


为 比较 的 基准 . 最 常 选用 作 基 准 级 数 的 是 等 比 级 数 和 p 级 数 . 
将 所 给 正 项 级 数 与 等 比 级 数 比 较 ,我 们 能 得 到 在 实用 上 很 方便 的 比值 审 敛 
法 和 根 值 审 敛 法 . 


定理 4( 比值 审 钱 法 , 达 朗 贝尔 (d'Alembert) 判别 法 ) 设 > и, ЕЩ 
数 ,如果 


Ui +l 


n+ 





lim 


п-е U, 


=P, 


u 





那么 当 p <1 时 级 数 收敛 ,p > 1 | 或 lim = о | 时 级 数 发 散 ,p = 1 时 级 数 可 能 


收敛 也 可 能 发 散 . 
证 (1) 当 p<1. 取 一 个 适当 小 的 正 数 a, 使 得 p +e =r<1, 根 据 极 限定 义 ， 
存在 正 整 数 m, 当 nm 时 有 不 等 式 


n+l 
n 


u 





因此 


2 k 
иһ <ru,, u <ru, CT U » Шъ ST Ugga "8 


m m+2 тэ 


而 级 数 》 r'u, 收敛 ( 公 比 r<1) ,根据 定理 2 的 推论 , 知 级 数 2. и, OS. 


(2) 当 p >1. 取 一 个 适当 小 的 正 数 e, Ep -e > 1. 根据 极限 定义 , 当 n=m 
时 有 不 等 式 


u 


n+1 


>р-є>1, 
u, P 





也 就 是 
Unai 2 Up 


所 以 当 nm 时 ,级 数 的 一 般 项 u, 是 逐渐 增 大 的 ,从 而 limu, 半 0. 根据 级 数 收敛 


的 必要 条 件 可 知 级 数 S и, ЖШ. 


Url 





类 似 地 ,可 以 证 明 当 lim 一 和 +=% 时 ,级 数 > и, Ж. 
(3) 当 p =1 时 级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 . 例如 p 级 数 (2 -2) ,不 论 p 为 何 


· 262 · 





值 都 有 








(п+1)" у 
ка Ташы 


и 
А 1 
lim—— = ] 
п» 1 
п 


п” 


但 我 们 知道 , 当 p >1 时 级 数 收敛 , 当 p< 和 1 时 级 数 发 散 , 因 此 只 根据 p =1 不 能 判 
定 级 数 的 收敛 性 . 
例 4 证 明 级 数 
+ l + 。 Д sss 
l l=2 1:2 +3 (љ-1)! 
是 收敛 的 ,并 估计 以 级 数 的 部 分 和 s, 近似 代替 和 * 所 产生 的 误差 . 
解 ” 因 为 


] + 





= TRAN, <1, 
n=>œ n 





à Wl (n-1)! 
lim = lm 一 一 一 
aa Ц © n! 


根据 比值 审 敛 法 可 知 所 给 级 数 收敛 ， 
以 这 级 数 的 部 分 和 s, 近似 代替 和 5 所 产生 的 误差 为 
































К. + + 1 os 
” n! (n+1)! (n+2)! 
= ] + - + | +з 
== n+l (п+1)(п+2) | 
«таене 
п! n n 
_ 1 l _ 1 
тр Ca) 
п 
例 S 判定 级 数 
1 1 2 1:2-3 „Л! + 
10 10° 10° 10" 
的 收敛 性 . 
解 ” 因 为 
Wr _(n+1)! 10° n+l 
uw  10"*! n! 10° 
lim z = lim tl = o, 


根据 比值 审 伍 法 可 知 所 给 级 数 发 散 . 
“定理 5( 根 值 审 剑 法 , 柯 西 判 别 法 ) 设 > u, 为 正 项 级 数 ,如 果 
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lim ,/u, =Ü; 
那么 当 p <1 时 级 数 收敛 ,p > 1 (或 lim Wu = +o ) 时 级 数 发 散 ,p =1 时 级 数 可 


能 收敛 也 可 能 发 散 . 
定理 5 的 证 明 与 定理 4 相仿 ,这 里 从 略 . 


йв 判定 级 数 > + 二 的 收敛 性 


i Sc e m Z q l адан") 
证 lim u, = lim— 2 + ( 一 十 ) = lime 二 1) ‚ 
š л] | 
因 In[2+( -1)"] 有 界 , 故 lim 一 In [2 +(-1)"] =0, 从 而 


n 1 
lim a/u, = =. 
n— © 


因此 ,根据 根 值 审 敛 法 知 所 给 级 数 收敛 . 
将 所 给 正 项 级 数 与 p 级 数 作 比 较 , 可 得 在 实用 上 和 较 方 便 的 极限 审 敛 法 . 


定理 6( 极限 审 伍 法 ) ШОУ u, JETRA. 


2—2 


n=l 


(1) 如 果 limnu, =l >0 (sklimnu, = +œ ), 那 么 级 数 > и, RBL; 


1 


(2) WẸ p>1,mlimn’u, =] (0<1< +œ ) ,那么 级 数 >. и, Ш. 


证 (1) 在 极限 形式 的 比较 审 化 法 中 ,到 mw = 二 ,由 调和 级 数 У T en. 
知 结论 成 立 . 

(2) 在 杠 限 形式 的 比较 审 全 法 中 ,到 名 = 十 , 当 p>1 时 ,p 级 数 S Taka. 
放 结 论 成 立 . 


ga < li | 
例 7 判定 级 数 In 1+ 直 | 的 收 全 性 
解 (1 +=] ss (n— e ) , 故 
n п 


1 | 

. 2 . 2 . 2 

limn wu, = їтл ln|l 1 + 一 | = limn 一 =1， 
n— œ n— œ n n "x° n` 


根据 极限 审 敛 法 , 知 所 给 级 数 收 伍 . 
例 8 判定 级 数 > /n+1[1 -cos |. 
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Е ”因为 
3 3 
limniwu, = limn? /n +1 [ 1 — cos A 


= limn? nal ijay 1% 
ак n si | илы. 


根据 极限 审 敛 法 , 知 所 给 级 数 收敛. 
二 、 交 错 级 数 及 其 审 伍 法 


所 谓 交 错 级 数 是 这 样 的 级 数 , 它 的 各 项 是 正 负 交 错 的 ,从 而 可 以 写成 下 面 的 
形式 : 
U,- Uu, +U; — Us +, (2 -3) 
或 
— u, +u, — Uu, + U, 5, (2-4) 
А шш, ЕТЕ. 我 们 按 级 数 (2 -3) 的 形式 来 证 明 关 于 交错 级 数 的 一 个 
ОЭ. 


定理 7( 莱 布 尼 茨 定理 ) ”如果 交错 级 数 > (-1)' и 满足 条 件 : 


(1) ш. 2и, (®=1,2,3,+-); 

(2) limu, =0, 
那么 级 数 收敛 , 且 其 和 s<w ,其 余 项 7, 的 绝对 值 1r, Su, 

证 ” 先 证 明 前 2n 项 的 和 5, 的 极限 存在 . 为 此 把 sj, 写成 两 种 形式 : 

San = (u, =u) + (шеш) + + (u, -lo,) 
及 
Sı, =U; —(u,-u,) – (шш) oo (u, 5 U Uani) Z Ugn 
根据 条 件 (1) 知 道 所 有 括号 中 的 差 都 是 非 负 的 . 由 第 一 种 形式 可 见 数列 |s, | 是 
单调 增加 的 ,由 第 二 种 形式 可 见 s, <ш. 于 是 ,根据 单调 有 界 数 列 必 有 极限 的 准 
MANÉ, 4 无 限 增 大 时 ,s,, 趋 于 一 个 极限 s, 并 且 s RAF u: 
lims,, =S Шү: 
PHE HI 2n +1 项 的 和 5s,,,, 的 极限 也 是 5. 事实 上 ,我 们 有 
Sayan = FD. yqa 

由 条 件 (2) 知 limw,,, =0, 因 此 


liisa = im È Sap + Uar) =s 
n= п» 00 





由 于 级 数 的 前 偶数 项 的 和 与 奇数 项 的 和 趋 于 同一 极限 *, 故 级 数 
> (-1)"'u, 的 部 分 和 s, 当 n 一 w 时 具有 极限 s 这 就 证 明了 级 数 


> (-1) u, KAFA s, B s<u,. 
最 后 ,不 难看 出 余 项 r, 可 以 写成 
r 二 t (ü... а, 
其 绝对 值 
[r.]| =u, = i, a b °". 
上 式 右 端 也 是 一 个 交错 级 数 , 它 也 满足 收敛 的 两 个 条 件 , 所 以 其 和 小 于 级 数 的 第 
一 项 ,也 就 是 说 


Ir | Su, 
证 明 完毕 
例如 ,交错 级 数 
1 1 1 |1 
И НЕ ш +( -1) w h 
满足 条 件 
1 1 
(1) u, =. PCT E Basa (m =] ,2 ) 
K 
(2) Ray, = imt e0, 
n— 20 по n 
所 以 它 是 收敛 的 , 且 其 和 s<1. 如 果 取 前 n 项 的 和 
Ир КЕРСЕ ES 
бла “д п 


作为 * ШЕ ФИИ, ВТЕ ШИЯ ЭВ Ir, 1 (u,a). 


=, Ar kA 5 #FW % 


现在 我 们 讨论 一 般 的 级 数 


u, +u, + +u, +, 
它 的 各 项 为 任意 实数 . 如 果 级 数 У u, 各 项 的 绝对 值 所 构成 的 正 项 级 数 Iu, | 
收敛 ,那么 称 级 数 S u, 绝 对 收敛 ;如 果 级 数 S u, 收敛 ,而 级 数 S ш 
发 散 ,那么 称 级 数 У u, 条 件 收敛. 容易 知道 ,级 数  〈 - 1) аса 
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级 数 ,而 级 数 УУ ( - 1) "一 是 条 件 收敛 级 数 . 
级 数 绝对 收敛 与 级 数 收敛 有 以 下 重要 关系 : 
定理 8 MPRA У u 绝对 收 剑 ,那么 级 数 У u, 必定 收敛 
证 S 


v, = (u, +101) (в=1,2,---). 
TR 2,20 Но, <1и,1(п=1,2,--). НЯ У 1и, ПСК, СН Е СЯП 


首 ,级 数 2 о, 收敛 ,从 而 级 数 > 2, 也 收敛 . u, =2v, – 1u,1, 由 收敛 级 数 的 
基本 性 质 可 知 


© 


= У w,- Š lu,l 
> „= P w- P МЫ, 


п=1 


ИТД У u, KAN. 定理 证 毕 . 


上 述 证 明 中 引入 的 级 数 》 v, ,其 一 般 项 


u и, >0, 


1 п» 
v =—(u,+lu, l) = 
2 м u <0, 


见 级 数 5 о, 是 把 级 数 Y u, 中 的 负 项 换 成 0 而 得 的 , 它 也 就 是 级 数 У и, 


中 的 全 体 正 项 所 构成 的 级 数 . 类 似 可 知 , 令 


= 二 аа), 
则 F w, 为 级 数 > u, 中 全 体 负 项 的 绝对 值 所 构成 的 级 数 . 如 果 级 数 u, 68 
пиа пани У „з Y w, 部 收 人 ;如 果 级 数 条 件 收 化 | Шш У, u, het, 
ri > аи) ,那么 级 数 S n 与 У w 者 发散 

定理 8 说 明 ,对 于 一 般 的 级 数 ,如 果 我 们 用 正 项 级 数 的 审 伍 法 判定 级 
жу 号 1 收 分, 那么 此 级 数 收 伍 . 这 就 使 得 一 大 类 级 数 的 收 仇 性 判定 问题 , 转 


“207 ， 








化 成 为 正 项 级 数 的 收 剑 性 判定 问题 . 
一 般 说 来 ,如 果 级 数 》 u 1 发 散 , 我 们 不 能 断定 级 数 У и, 也 发 散 . 但 是 ， 


и н 
nal | =p > 1 或 lim „/ш„! =p >1 
u, n= æ 








WRR {ПЛ EEE E SGA AR IB W Т AR Пт 


判定 级 数 У lu, 1 发 散 , 那 么 我 们 可 以 断定 级 数 Y и, 必定 发 散 . 这 是 因为 从 
р> 191и, 1-4» 0 (n—= ), Am u, = 0 (n— e ) ,因此 级 数 үп и = 5 
散 的 . 

йэ 判定 级 数 у sn лос etti. 


< 二 ,而 ТҮ, > СҮЙӨЙ, mas У 


sin SATE sin эш 








也 收敛. 





解 ” 因 为 





由 定理 8 知 ,级 数 y ek at. 
例 10 判定 级 数 > {му HoH 的 收 化 性 . 
解 、 这 是 交错 级 数 . 记 w= 去 (1 “E 
Z= =Y [17] оре (аә), 


Mie >1 ,可 知 u, 45 0 (n—e ) ,因此 所 给 级 数 发 散 





四、 绝对 收敛 级 数 的 性 质 


绝对 收敛 级 数 有 很 多 性 质 是 条 件 收敛 级 数 所 没有 的 ,下面 给 出 关于 绝对 收 
敛 级 数 的 两 个 性 质 . 
定理 9 绝对 收敛 级 数 经 改变 项 的 位 置 后 构成 的 级 数 也 收敛 , 且 与 原 级 数 
有 相同 的 和 ( 即 绝对 收敛 级 数 具 有 可 交换 性 ). 
证 (1) 先 证 定理 对 于 收敛 的 正 项 级 数 是 正确 的 . 
设 级 数 
ü, 1, + *# +, + 579 


为 收 和 敛 的 正 项 级 数 ay s... ЖП у s. 并 设 级 数 
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u, tu, + +u, +: 
为 改变 项 的 位 置 后 构成 的 级 数 ,其 部 分 和 为 。，. 
对 于 任何 n, 当 它 固 定 后 , 取 m 足够 大 ,使 ui ul ,…,u，” 各 项 都 出 现在 
S. = +u, + +u, 中 ,于 是 得 
s, =s. Ss 


所 以 ,单调 增加 的 数列 |s; | 不 超过 定数 *, 根 据 单调 有 界 数列 必 有 极限 的 准则 
(第 一 章 第 六 са) ,可 知 lims; 存在 , 即 级 数 У u; 收敛 ,县 


lims, =s <s. 


另 一 方面 ,如 果 把 原来 级 数 У u 看 成 是 级 数 У и; 改变 项 的 位 置 以 后 所 成 
的 级 数 ,那么 应 用 刚才 证 得 的 结论 ,又 有 

sss’. 
要 使 得 上 面 两 个 不 等 式 同时 成 立 ,必定 有 

s” =s 


(2) 再 证 定理 对 一 般 的 绝对 收敛 级 数 是 正确 的 . 
设 级 数 >》 lu, 1 收敛 . 在 定理 8 的 证 明 中 已 得 


и, =2v, = lu,l, 
° 


而 У, v, 是 收敛 的 正 项 级 数 . 故 有 


> и. = У (20, – lu 1) = > 2v,- 5 lu, l. 
n=l 


知 级 数 > u, 改变 项 的 位 置 后 的 级 数 为 > и; , 则 相应 的 > о, 改变 为 


> E У lu, | 改变 为 > lu; 1, 由 (1) 证 得 的 结论 可 知 
x” -5o ‚Ж uts Y zl 
所 以 Е | 
> в; „ы; =F bils Š m- Y igle S u, 
in EAA 9) APEE DL RIERREN RA. 
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设 级 数 》 u, У о, 都 收 伊 ,仿照 有 限 项 之 和 相 乘 的 规则 ,作出 这 两 个 
级 数 的 项 所 有 可 能 的 乘积 uv，(i,k =1,2,3,…) ,这 些 乘积 是 


UV ,UV M Uy, UV, 
Шә a WD , üst y Л 0,8, 


Шау a Wi Ugla sy ***® Шай, sss, 
0.01 gth, to Ш, у^ Шуй, р 


这 些 乘积 可 以 用 很 多 的 方式 将 它们 排列 成 一 个 数列 . 例如 可 以 按 “ 对 角 线 
法 ”或 按 “ 正 方形 法 "将 它们 排列 成 下 面 形状 的 数列 (图 12 -2) : 


对 角 线 法 正方 形 法 


Uv UW, Uv UVa °° 
Bs l "Л Fa 4 uw, uW, ир, 


иу, и, изу; 





12-2 


(对 角 线 法 ) шо зщуо, „шоу s jU Vp шуо, ү, u D т. 

(正方 形 法 ) цэ®\$и\®,,и,®, UD р Uu bD 0,0, UD, Uu U... U УШ йү. 

把 上 面 排列 好 的 数列 用 加 号 相连 ,就 组 成 无 穷 级 数 . 我 们 称 按 “ 对 角 线 法 ” 
排列 所 组 成 的 级 数 


шо, + (що, +u, ) + + (шо, tu, 二 二) 十 和 
为 两 级 数 У u, У о, 的 柯 西 乘积 
n=l п= 1 


У, 都 绝对 收 剑 ,其 和 


n=l 


定理 10( 绝 对 收敛 级 数 的 乘法 ) RA 2, u, #0 
分 别 为 s 和 o, 则 它们 的 柯 西 乘积 
uv, + (що, +u, ) + + (що, +u, a He tuw) + (2-5) 
也 是 绝对 收敛 的 , 且 其 和 为 so. 
证 考虑 把 级 数 (2 -5) 的 括号 去 掉 后 所 成 的 级 数 
Uv + що tu, + + uv, +. (2-6) 


如 果 级 数 (2 -6) 绝 对 收敛 且 其 和 为 w, 那 么 由 收敛 级 数 的 基本 性 质 4 及 比较 审 
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敛 法 可 知 ,级 数 (2 -5) 也 绝对 收敛 且 其 和 为 w. 因此 只 要 证 明 级 数 (2 -6) 绝 对 
УА ЖЖ о = so 就 行 了 . 

(1) 先 证 级 数 (2 -6) 绝 对 收敛 . 

设 w, 为 级 数 (2 - 人 所 作成 的 和 ,又 设 


则 显然 有 


< lul ° z Iv, | < AB. 


由 此 可 见 单调 增加 数列 1w | 不 超过 定数 48B, 所 以 级 数 (2 -6) 绝 对 收敛 . 
(2) 再 证 级 数 (2 _6) 的 和 ш = $0. 
把 级 数 (2 -6) 的 各 项 位 置 重新 排列 并 加 上 括号 使 它 成 为 按 “ 正 方形 法 ” 排 
列 所 组 成 的 级 数 
шо + (шуо, +u,U, + uD) 十 … 十 
(Uv, HUV, + +u, tu po + +d) +. (2-7) 
根据 定理 9 及 收敛 级 数 的 基本 性 质 4 пр, 26 xk #%ЖС (2 -6) 这 样 做 法 
是 不 会 改变 其 和 的 . 容易 看 出 ,级 数 (2 -7) 的 前 n 项 的 和 恰好 为 
(u, +u, +e +u) ` (u, +u, +e +u.) =S, 
因此 


w = lim(s,o,) = so. 
n— œ 


2] = 12-2 


1. 用 比较 审 敛 法 或 极限 形式 的 比较 审 全 法 判定 下 列 级 数 的 收敛 性 : 
l l l 








Í) 1 беу 

(1) tortat кту" 

(2) са L РИНЕ |. ЧРИ 
1+2 1+3 ] +n 

(3) 1 1 1 





2.35 3.67 Таа T 





„2. Т т < T e Е 
(4) sin 2 + sin 73 + sin аец 


— 1 
5 — a А 
) Ж, l +a „а: 
2. 用 比值 审 敛 法 判定 下 列 级 数 的 收敛 性 : 


3 F 3° з" = n 
(1 + + 十 … + +; 2 = 
A 162 3-7 3P n.2" (2) 2 = 
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т 
n+l 


2" 





(3) ЕЎ кел, (4) Ў. ntan 
“3. 用 根 值 审 伍 法 判定 下 列 级 数 的 收敛 性 : 

= п М = 1 = п сца 
ОУ (т) : i= 2 Tiy сур, {33 > (т) ' 


(4) >. (之 ) ,其 中 a—a (n>% ),a,,b,a 均 为 正 数 . 
4. 判定 下 列 级 数 的 收敛 性 : 





= n+l 
(3) 之 ninsa) 





(4) > 2 sin rs 
asl 


(5) 4/27 * ЖОЕ ДЕД ен: 
ү 2 N n 
l 


l 1 
ө) pb ый ооф ДИИ (a>0,b>0). 


5. FE FIRA ЛЕК? 如 果 是 收敛 的 ,是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 ? 











п-1 

人 +; 

(2 B 4 Vn 
(2) > (nn; 

Ё 3 

L. 3 3 „Лл. 1.1. ИЕ ЛИИ Р 
(3) 3 > 3 5 t =. 3 73м +(-1) 3 > f 

下 
CR 人 


< n gi 
Q) a team 


如 果 给 定 一 个 定义 在 区 间 1 上 的 函数 列 


Ww (w) 0 (x) yma (z) у==уш„ (x) у=, 
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那么 由 这 函数 列 构成 的 表达 式 
u (х) +и, (х) +u,(x) + +u (x) +5 (3-1) 
称 为 定义 在 区 间 /上 的 ( 函数 项 ) 无 穷 级 数 ,简称 ( 函数 项 ) 级 数 . 
对 于 每 一 个 确定 的 值 xs7, 函 数 项 级 数 (3 - 1) 成 为 常数 项 级 数 
u (х0) +и, (х) +и,(җ,) + +u (х) +. (3-2) 
这 个 级 数 (3 -2) 可 能 收敛 也 可 能 发 散 . 如 果 级 数 (3 -2) 收 敛 , 就 称 点 х 是 函数 
项 级 数 (3 -1) 的 收敛 点 ;如 果 级 数 (3 -2) 发 散 , 就 称 点 x, 是 函数 项 级 数 (3 -1) 
的 发 散 点 . 函数 项 级 数 (3 - 1 ) 的 收敛 点 的 全 体 称 为 它 的 收敛 域 ,发 散 点 的 全 体 
称 为 它 的 发 散 域 . 
对 应 于 收敛 域内 的 任意 一 个 数 x ,函数 项 级 数 成 为 一 收敛 的 常数 项 级 数 , 因 
而 有 一 确定 的 和 s. 这 样 ,在 收敛 域 上 ,函数 项 级 数 的 和 是 x 的 函数 s(x) ,通常 称 
3(*) 为 函数 项 级 数 的 和 函数 ,这 函数 的 定义 域 就 是 级 数 的 收敛 域 ,并 写成 
s(x) =u (x) +u,(x) +u,(x) + +u (x) +. 
把 函数 项 级 数 (3 -1) 的 前 n 项 的 部 分 和 记 作 s, (x) , 则 在 收敛 域 上 有 
lims, (х) =5(х). 
л, (х) =s(x) =s, (х) r, (x) 叫做 函数 项 级 数 的 余 项 (当然 ,只 有 x* 在 收敛 域 上 
r,(x) 才 有 意义 ) ,并 有 





limr, (x) =0. 
二 、 需 级 数 及 其 收敛 性 


函数 项 级 数 中 简单 而 常见 的 一 类 级 数 就 是 各 项 都 是 常数 乘 索 函数 的 函数 项 
级 数 , 即 所 谓 才 级 数 , 它 的 形式 是 呈 


n z n 
> ах =a +ax+a,x +- +а +, (3-3) 
E 


其 中 常数 & за ,a а, „ШОЕ ЖСП) # ЖД. 例如 
1+х+х' + qta +з, 


1 2 п 
1+х+— хх +: +—х' ++ 
21! nl 


都 是 罕 级 数 . 
现在 我 们 来 讨论 :对 于 一 个 给 定 的 震级 数 , 它 的 收敛 域 与 发 散 域 是 怎样 的 ? 





Тр ЕТИ ЈЕ ЈЕ ау +а (хх) жа (хех)? ++ жа, (х= х)" ИЕ е = х 
zx， 就 可 以 把 它 化 成 (3 -3 ) 的 形式 .所 以 取 (3 -3) 式 来 讨论 ,并 不 影响 一 般 性 . 
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ИП x 取 数 轴 上 哪些 点 时 震级 数 收敛 , 取 哪些 点 时 需 级 数 发 散 ? 这 就 是 寡 级 数 的 
收敛 性 问题 . 
先 看 一 个 例子 . RERA 


1+х+х +з +x' + 
的 收敛 性 . 由 第 一 节 例 1 知道 , 当 1x1 <1 时 ,这 级 数 收 但 于 和 一; 当 lx1>1 时 ， 


这 级 数 发 散 . 因此 ,这 知 级 数 的 收敛 域 是 开 区 间 ( -1,1) ,发 散 域 是 ( о, -1 
Kll, +œ), HA 


lt ( -1<x<1). 


在 这 个 例子 中 我 们 看 到 ,这 个 寡 级 数 的 收敛 域 是 一 个 区 间 . 事实 上 ,这 个 结 
论 对 于 一 般 的 过 级 数 也 是 成 立 的 .我 们 有 如 下 定理 : 


定理 1( 阿 贝尔 (Abel) 定 理 ) 如果 级 数 ax" Š x= x, (xz 天 0) 时 收 
敛 ,那么 适合 不 等 式 1xl < 1xo1 的 一 切 * 使 这 窜 级 数 绝 对 收敛 . 反之 ,如 果 级 数 
> a x" S x = x, 时 发 散 ,那么 适合 不 等 式 lxl > Ix,1 的 一 切 * 使 这 震级 数 


发 散 . 
Ш Ж x。 ОЗ -3) 的 收敛 点 , 即 级 数 

а, ta x +а,ху + +a x + 

收敛 . 根据 级 数 收敛 的 必要 条 件 , 这 时 有 
lima,xo =0, 

于 是 存在 一 个 常数 M ,使 得 

la, za SM (n=0,1,2,-). 
这 样 级 数 (3 -3) 的 一 般 项 的 绝对 值 

















‚Хх 
а „Хо 
0 





n n 
lax' | = slazi” 


"O 











因为 当 Ixl<lxil 时 ,等 比 级 数 У М 


x 
Хо 





адн <1) ,所 以 级 数 


x а х", Е У a x" ХР. 

定理 的 第 二 部 分 可 用 反 证 法 证 明 . Bi ERRO x = x, 时 发 散 而 有 一 点 x, 
适合 1x,1 > 1xo1 使 级 数 收敛 , 则 根据 本 定理 的 第 一 部 分 ,级 数 当 x=x 时 应 收敛 ， 
这 与 假设 矛盾 . 定理 得 证 . 

定理 1 KH, R EG KE x = x, 处 收敛 ,那么 对 于 开 区 间 ( -1x61,1x61) 内 
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的 任何 *, 寡 级 数 都 收敛; 如 果 宕 级 数 在 x = х 处 发 散 , 那 么 对 于 闭 区 间 [ - Irol, 
bm] 外 的 任何 *, 宕 级 数 都 发 散 . 

设 已 给 宕 级 数 在 数 轴 上 既 有 收敛 点 (不 仅 是 原点 ) 也 有 发 散 点 . 现在 从 原点 
沿 数 轴 向 右 方 走 ,最 初 只 遇 到 收敛 点 ,然后 就 只 遇 到 发 散 点 . 这 两 部 分 的 界 点 可 
能 是 收敛 点 也 可 能 是 发 散 点 . 从 原点 沿 数 轴 向 左 方 走 情形 也 是 如 此 . 两 个 界 点 P 
与 已 在 原点 的 两 侧 , 且 由 定理 1 可 以 证 
明 它们 到 原点 的 距离 是 一 样 的 (图 — = 
12-3). 12-3 

从 上 面 的 几何 说 明 ,得 到 下 述 重要 推论 : 





推论 ”如 果 景 级 数 > ал 不 是 仅 在 x =0 一 点 收敛 ,也 不 是 在 整个 数 轴 上 


n=0 


都 收敛 ,那么 必 有 一 个 确定 的 正 数 R 存在 ,使 得 

X ixl < 尽 时 ,震级 数 绝 对 收敛 ; 

žiri > R BJ, 5 22 38 а 

E x = R E x = -RR 时 , 窜 级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 . 

正 数 尺 通常 叫做 窜 级 数 (3 -3) 的 收敛 半径 . 开 区 间 ( -R,R) 叫 做 寡 级 数 
(3 -3) 的 收敛 区 间 . ҤЕ ЖЛЕ х= + R 处 的 收敛 性 就 可 以 决定 它 的 收 伍 域 
是 ( -R,R).[ -R,R).( -R,R]sk[ -R,R] 这 四 个 区 间 之 一 . 

如 果 窜 级 数 (3 -3) 只 在 x=0 处 收敛 ,这 时 收敛 域 只 有 一 点 x=0, 但 为 了 方 
便 起 见 ,规定 这 时 收敛 半径 有 尺 =0; 如 果 寡 级 数 (3 -3) 对 一 切 x 都 收敛 , 则 规定 收 
MF R = +o ,这 时 收敛 域 是 ( — оо, +оо). 这 两 种 情形 确实 都 是 存在 的 , 见 下 
面 的 例 2 及 例 3. 

关于 短 级 数 的 收敛 半径 的 求法 ,有 下 面 的 定理 . 

定理 2 如果 





aisi = 
一 一 | =p, 


lim 
n a, 


п — 20 


其 中 4, а, жт У ах" АЖ, ЯВ 2 Е Ж О e 


1 
=, p0, 
Ë= p 
|+e, p=0, 
0, p= + %. 


证 БОЗ -3) 的 各 项 取 绝 对 值 所 成 的 级 数 
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laol +laxl +la, | + + ах" +, (3-4) 
这 级 数 相 邻 两 项 之 比 为 
la. | (в. 
1х1. 
Гах" | а, 
(1) 如 果 lim [2] =p (у 0) EHE, Ж НИН СК, ДА Molel <1 即 








xl < 二 时 ,级 数 (3 -4) 收 伍 , 从 而 级 数 (3 - 3) 绝对 收敛 ; 当 plz1 >1 即 lz1 > 二 
时 ,级 数 (3 -4) 发 散 并 且 从 某 一 个 开始 


n+l n 
läs Lala l, 


因此 一 般 项 lo,x 1 不 能 趋 于 零 ,所 以 a,x" 也 不 能 趋 于 零 ,从 而 级 数 (3 -3 ) 2 BY. 


于 是 收敛 半径 有 = 三 


n+l 


| Ç | 
(2) 如 果 p =0, 那 么 对 任何 * 夫 0, 有 те 0 (n— ) ,所 以 级 数 (3 -4) 


收敛 ,从 而 级 数 (3 -3) 绝 对 收敛 . РЕК = +. 

(3) 如 果 p = + о ,那么 对 于 除 x =0 外 的 其 他 一 切 * 值 ,级 数 (3 -3) 必 发 
散 ,否则 由 定理 1 知道 将 有 点 0 使 级 数 (3 -4) IK. 于 是 R =0. 

例 1 KERA 














2 3 n 
x x A - 12 
Et 
的 收敛 半径 与 收敛 域 . 
解 ” 因 为 
1 
p = lim Bea = lim t =1, 
n 
所 以 收敛 半径 
R- 工 -1 
p 
对 于 端点 x = -1, 级 数 成 为 
l l l 
“sss иш ow was sas 


此 级 数 发 散 ; 
对 于 端点 x =1 ,级 数 成 为 交错 级 数 
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] 1 ñ= | 
ы: Ыс адашы Su S ОШ, 
此 级 数 收敛 . 因此 ,收敛 域 是 ( — 1,11. 


例 2 RERE 











l + +e + ди + 
的 收敛 域 . 
解 ” 因 为 
_ H 
p= tom [Fst = HDE tnig =0, 
n! 


LAET R= + © ,从 而 收敛 域 是 ( - m , + о). 
例 3 RERA У nl x" 的 收敛 半径 (规定 0! =1). 
a HX 


p = lim Za = TALESIN + 
el a. aga 1 

所 以 收 笋 半径 尺 =0, 即 级 数 仅 在 点 * =0 处 收 化 
йа 求 宕 级 数 > CARE. 
解 级 数 缺 少 奇 次 宕 的 项 ,定理 2 不 能 直接 应 用 . ЖЕГИН НИН ЕҤ ПЕ ЖЖ 

收敛 半径 ， 





[2(n+1)]! энә 
[(n +1) ! 1° 
(2n)! 2n 
x 
(п!) 





lim =41х1?. 
næ 





"4 4lxl? <1 Bll <- И], ИЕ; 4 lal >1 即 lx| > з, ЗИ 所 以 
KAE R = —-. 

例 5 жаи У 07 цеди, 

解 ” 令 1=x 1, 上述 级 数 变 为 


x= 


Эре" 


п 


因 为 


“277， 





2". n zd 
nel) 2” 
РЕК 646 R =2. WAKE 07101 <2 B| — 1 <x <3. 


n+l 








p = lim 


n— œ 





= lim 
п» 





а 


n 


Xas -1 时 ,级 数 成 为 У 177 ,这 级 数 收敛; 当 * = 3 时 ,级 数 成 为 


У, 一 ,这 级 数 发 散 . 因此 原 级 数 的 收敛 域 为 [ -1,3). 


三 、 客 级 数 的 运算 


设 寡 级 数 
а, tax +a,x +: +ax + 
ba +b x +b, ++ +b x" + ++: 


分 别 在 区 间 ( -RR,R) 及 ( -R',R') 内 收敛 ,对 于 这 两 个 窜 级 数 ,可 以 进行 下 列 四 
则 运算 : 


加 法 


(а, +a +a, + tax" +) + (bo +bx+bx ++ +b x" +) 
=(a +5) + (а, +b )x=+(a,+b,)%”` + + (а, +b )x" +. 

(а, tax +a, + tax +) -(b +b x tb, + +b x" +) 
=(ao -b,) + (а -b,)x+(a, – Б,)х + + (а, —b )х" +. 


根据 收敛 级 数 的 基本 性 质 2, 上 面 两 式 在 ( -R,R) 与 (-R',R') 中 较 小 的 区 
间 内 成 立 . 


乘法 


(а, + GX +a,x° +e +a x" +) (b, +b x + b,x’ Ба? esse) 
= abo + (a,b, +ab )x+(ab,+a b +a,b )x + + 
(ab. +a,b, + +a,bo) xr" +. 
X ДЕ РИ 4 $E СНО hal pü ЖЕҢ. 可 以 证 明 上 式 在 ( -R,R) 与 (-R',R') 中 较 小 的 区 
间 内 成 立 . 
a, tax tax + +a x + 


2 Pa `... 
ba +b x+b,x” + +b x" + — = 6 ай Te W +U TO ое, 
0 1 2° п 
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这 里 假设 b, 天 0. 为 了 决定 系数 Co, Суу Ca, е ,с„, ,加 以 将 级 数 Е b x" 与 
n=0 


> cx" 相 乘 ,并 令 乘积 中 各 项 的 系数 分 别 等 于 级 数 У aa" [КЖ ИЖИ, 
即 得 

ao = boco, 

а, =b,c, + boo, , 

a, =b,c, +b ce, + 6с, 


由 这 些 方程 就 可 以 顺序 地 求 出 Co, ,ee 5". 

相 除 后 所 得 的 宪 级 数 У c x" 的 收敛 区 间 可 能 比 原来 两 级 数 的 收 化 区 间 小 
得 多 @ i 

关于 震级 数 的 和 函数 有 下 列 重 要 性 质 @， 

性 质 1 RAS У ww HUESO ERENS I HER 


= 


性 质 2 RAA > ax" 的 和 函数 *(x) 在 其 收敛 域 1 上 可 积 , 并 有 逐 项 积 


n=0 


[soa = fi Ya] dt = > a t" dt 


а, n+l 
= У x (аел), (3 —5) 
n=0 n+l 


1117 JP БТФ E BJ Ж Эй ЖП R 2 33 88 ЇН E BJ) W ЮТ 4a. 


© 


йз ®Ф@ > ax" ЮЕ sO) ERKAK -RR ATS, А 
有 逐 项 求 导 公式 








O fi 
l 


2 n 
=] +x+x + +X + 
] 一 区 





级 数 >, ax" =] +0Ox+ +Üx" +. 5j > bx" =] 一 x+0x + +0х" + 在 整个 数 轴 上 收敛 ,但 级 数 
п=0 


У om = У x" 仅 在 区 间 ( -1,1) 内 收 全 


n=0 =0 


D 证 明 见 本 章 第 六 节 第 二 目 . 
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= = 


s'(z) = ( D аа"), = > (aa)'= У пах! (lxl <В), (3-6) 
逐 项 求 导 后 Puasa pu mamas wiku 
ЖЫ у ЙЕНЕ: ЖШ > a,x" 的 和 函数 s(x) Ее š] 
( “КУНИНЕ. 
例 6 RERS > 


解 ТЯ "Ñ 


ЖЖ. 














得 收敛 半径 R=1. 


在 端点 x = 敛 的 交错 级 数 ; 在 端点 x = | 





处 ,震级 数 成 为 》 一 一 ,是 发 散 的 . 因此 收敛 域 为 1=[ -1,1). 
设 和 函数 为 (x) , 即 


s(x)= У at xel -1,1). 














<— n+l’ 
于 是 
xs( x) = s a 
— n+l 
利用 性 质 3 , 逐 项 求 导 ,并 上 
| ! =l+x+x ++ +m" + (-1<х<1), 
-x 
得 
[хз(х)]' = 5 (= = s аё аа (hel #17. 
Z= Amel = ] —x 
对 上 式 从 0 到 x 积分 ,得 
xs( x) = Í; йш =-(1-х) (-1<х<1). 
于 是 , 当 x 关 0 时 ,有 s(xz) = ЕТЕ = х). W s(0) АЈ s(0) = а, = 1 得 出 ,也 可 


由 和 函数 的 连续 性 得 到 
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故 


s(0) =lims(x) = lim| 2а [ы 
x—0 x— Ü x 


4( x) = 
1, x = 0. 


2] 8 12-3 


1. ЖТР С [8] : 


(1) x +2x +3x + + пх" +; 


2 




















(B) Í eating фу ач 
27 n 
TE жк E ЖИР КЕНЕ EE N 
2 2-4 2-4-6 2.4++++(2п) ` 
2 3 
x x x x 
4 + РЕ ; 
(4) 1 3 23° 3 a 95 n» 3" 





(55 2 2°, 
) йт +70“ + 


2п +1 
x 


(6) 2. Cl 








2 s=” 2 
(7) > “ы”, 
n=l 


2. |H ik TRZA R F УХ ТРА #6: 


(1) S та 


1 
= sasa 
2 e s; 
(2) 2. 4п+1` 
3 


5 
(3) А Ж: теш. 





(4) ру (п+2)х"*?. 
л=1 


я -x), хє[-1,0)0(0,1), 
x 
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第 四 节 RURA ЛИЗ: 


前 面 讨论 了 老 级 数 的 收敛 域 及 其 和 函数 的 性 质 . 但 在 许多 应 用 中 ,我 们 遇 到 
的 却 是 相反 的 问题 :给 定 函 数 /(x) ,要 考虑 它 是 否 能 在 某 个 区 间 内 “展开 成 需 级 
ЖС” ,就 是 说 ,是 否 能 找到 这 样 一 个 窜 级 数 , 它 在 某 区 间 内 收敛 , 且 其 和 恰好 就 是 
给 定 的 函数 儿 x). 如 果 能 找到 这 样 的 宕 级 数 ,我 们 就 说 ,函数 A(x) 在 该 区 间 内 能 
展开 成 皮 级 数 , 而 这 个 军 级 数 在 该 区 间 内 就 表达 了 函数 f(x). 

假设 函数 A 放 x) 在 点 x。 的 某 邻 域 U(x ) 内 能 展开 成 颇 级 数 , 即 有 


f(x) =a, t+al(x—xo) +a,(x x) +e +a (x-z) + ,x e U(x), 





(4-1) 
则 根据 和 函数 的 性 质 , 可 知 f(x) 在 U(x) 内 应 具有 任意 阶 导数 , 量 
f” (х) =n! a,+(n+1)! a... (x —x) Н (x xo) qaa Á 
由 此 可 得 
ft (wa) =ni а,, 
于 是 
a, = f” (xo) (n=0,1,2,.…). (4-2) 


А Н, int RR f(x) 有 舌 级 数 展开 式 (4 -1) ,那么 该 早 级 数 的 系数 a, 
由 公式 (4 -2) 确 定 , 即 该 蜂 级 数 必 为 


f(x.) +j (а(х = xs) = +” (aa) (кау) Б 


= РАТЕ (4-3) 
= №! 
而 展开 式 必 为 
Кх) = > LAO хо) Ска)" e U (х0). (4-4) 


TERRA -3) 叫 做 函数 /( x) ТЕ д x, 处 的 泰勒 级 数 . ЛЕК (А-4) Щщ РА 
数 f(x) fE x, 处 的 泰勒 展开 式 . 

由 以 上 讨论 可 知 ,函数 几 xz) 在 U(x) 内 能 展开 成 暴 级 数 的 充分 必要 条 件 是 泰 
勒 展开 式 (4 -4) 成 立 , 也 就 是 泰勒 级 数 (4 -3) 在 U(x) 内 收 合 , 且 收敛 到 f(x). 

下 面 讨论 泰勒 展开 式 (4 -4) 成 立 的 条 件 . 

定理 RAA) EA x, 的 某 一 邻 域 U(x,) 内 具有 各 阶 导 数 , 则 f(x) 在 该 
邻 域内 能 展开 成 泰勒 级 数 的 充分 必要 条 件 是 在 该 邻 域内 /(x) 的 泰勒 公式 中 的 
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RN К, (х) 4 по 时 的 极限 为 零 , 即 
limR, (х) =0, x e (жу). 
证 fx) 的 n 阶 泰勒 公式 为 ( 见 第 三 章 第 三 节 ) 
Ах) =р,(х) +R (x) , 
其 中 
р„(\х) =f(x,) +f'(x )(x-—x) 十 … +E SO (ae) (ка) 
叫做 函数 /( x) 的 次 泰勒 多 项 式 , 而 
R. (x) =/(х) -p,( x) 
就 是 定理 中 所 指 的 余 项 . 
由 于 nn 次 泰勒 多 项 式 р, (x) 就 是 级 数 (4 -3) 的 前 n+1 项 部 分 和 ,根据 级 数 
收敛 的 定义 , 即 有 


У Ае (аа) Cat)" fa), x e 0 (x) 


Slimp, (x) = f(x), x e U (xo) 
Slim[f(x) -p,(x)] =0， x e U(x) 
тА, (х) s0, хе U (25): 


下 面 着 重 讨论 x, =0 的 情形 . 在 (4 -3) 式 中 , 取 x =0, 得 
FO) +f'(0)x+-- +1. (0) + У EO, (4-5) 
n! n! 


级 数 (4 -5 ) 称 为 函数 /(x) 的 麦克 劳 林 级 数 . 若 f(x) 能 在 ( - r,r) 内 展开 成 x 的 
9:96 Ж, ИЯ 


Ка) = У TOL lal <), (4-6) 


(4 -6) 式 称 为 函数 f(x) 的 麦克 劳 林 展开 式 . 

要 把 函数 A x) 展开 成 x 的 寡 级 数 , 可 以 按照 下 列 步 骤 进 行 : 

第 一 步 ” 求 出 人 x) 的 各 阶 导数 (x) ,1"(x) ,… Sf (a), ,如 果 在 zx=0 处 
某 阶 导数 不 存在 ,就 停止 进行 ,例如 在 x=0 处 ,/(x) =x” 的 三 阶 导 数 不 存 在 , 它 
就 不 能 展开 为 x 的 窒 级 数 . 

第 二 步 ” 求 出 防 数 及 其 各 阶 导 数 在 x =0 处 的 值 : 

00) ,f'(0),f”(0),-: (Оу, «+. 

第 三 步 ” 写 出 震级 数 


n n) 
fO) +/'(0)х Эг + а Oy +e, 
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并 求 出 收敛 半径 R 

第 四 步 ”利用 余 项 R(x) 的 表达 式 R (а) =g U) Сек) ат 
(0 <9<1) ,考察 当 * 在 区 间 ( -R,R) 内 时 余 项 R,(x) 的 极限 是 否 为 零 . 如 果 为 
零 , 那 么 函数 /(*) 在 区 间 ( — R , R) 内 的 宕 级 数 展开 式 为 

f(x) =/(0) +/'(0)х + : Oo + (-R<x<R). 

例 1 将 函数 /(x) = e' МЕЕ, 


解 ” 所 给 函数 的 各 阶 导 数 为 1" (х) =e(n=1,2,…), 因 此 广 (0) = 
(n=0,1,2,…) ,这 里 /” (0) Bi 于 是 得 级 数 


| gaa]. + + 
g == — naa 
2! Fal 


它 的 收敛 半径 R= +. 
对 于 任何 有 限 的 数 x 与 & (在 0 与 x 之 间 ), 余 项 的 绝对 值 为 

















_ ef ET IN | 二 | 
|R, (х) | = (n +I [<e {п #11Г 
жегш, тї жй Y Qs TR. ВНШ ле = I. 
elt! o МЕЛ 0.5 no B i |R, (а) 1—0. 于 是 得 展开 式 
e` =1 4 于 sie ТЕ (一 oo <х< + ә). (4-7) 


如 果 在 x=0 处 附近 ,用 级 数 的 部 分 和 ( 即 多 项 式 ) 来 近似 代替 e ,那么 随 着 
项 数 的 增加 ,它们 就 越 来 越 接 近 于 e ,如 图 12 -4 所 示 . 


= L x 
y з ат 





12-4 
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例 2 HRR Sx) =sin х 展开 成 x BJ 828 8. 
解 ” 所 给 函数 的 各 阶 导 数 为 


Piaj =sin(x +n А | (m=1, 2). =), 
f"(0) 顺 序 循环 地 取 0,1,0, -1,…(n=0,1,2,3,…), 于 是 得 级 数 


2п +1 


ишы сш; k Fires iy baa 
它 的 收敛 半径 尺 = + о. 
对 于 任何 有 限 的 数 x 与 & (# 在 0 与 x 之 间 ), 余 项 的 绝对 值 当 n 一 % 时 的 极 


限 为 零 : 








1 
si |£ HE )т ае 
Е: n+l y na ў 
|8,2): | = FE x ТУТ 0 (mn 一 oo ) 
因此 得 展开 式 

5 2m + 
5 x x n x 
тш ТЫЫ S а аар (-œ <x< +e). 


(4-8) 
n) 
ЕВОНИ EER AR а, = 人 《中 计算 震级 数 的 


系数 ,最 后 考察 余 项 R.(x*) 是 否 趋 于 零 . 这 种 直接 展开 的 方法 计算 量 较 大 ,而 且 
研究 余 项 即使 在 初等 函数 中 也 不 是 一 件 容易 的 事 . 下 面 介绍 间接 展开 的 方法 ,这 
就 是 利用 一 些 已 知 的 函数 展开 式 ,通过 寡 级 数 的 运算 (如 四 则 运算 、. 逐 项 求 导 Z 
项 积分 ) 以 及 变量 代 换 等 ,将 所 给 函数 展开 成 寡 级 数 . 这 样 做 不 但 计算 简单 ,而 且 
可 以 避免 研究 余 项 . 

前 面 我 们 已 经 求 得 的 寡 级 数 展开 式 有 





= У T (=œ <x< +o), (4-7) 

de ССР" рна (=œ <х< +e) (4-8) 
з (2n+1)! š 

a A ( =l es 24), (4-9) 





利用 这 三 个 展开 式 , пр oR t VE Z БА СНО ЖЕЙ СЛ JE sÀ. 例如 
对 (4 -9) 式 两 边 从 0 到 x 积分 ,可 得 
一 ] 7 


= хо п 1 
(1 +x) = > ин. yt (-1<х<1); 
n=0 п= | 


(4-10) 
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对 (4 -8) 式 两 边 求 导 , 即 得 


osse D Сат (-œ <x< +оо); (4-11) 


把 (4 -7) 式 中 的 x 换 成 xln a, 可 得 


= 


1 заз 
аёаа y Са, (一 oo <х< +оо); 
n=0 n! 


把 (4 -9) 式 中 的 x 换 成 x ,可 得 


© 


ыз gatya" lssly 


2 
1+х п=0 


对 上 式 从 0 到 >* 积分 ,可 得 


arctan х = >. 217 xt! (1х1). 
n=0 n 


(4-7).(4-8).(4-9).(4-10).(4 - 11) EEA T 2 3 JE JF AE k H H 
的 , 记 住 前 三 个 ,后 两 个 也 就 掌握 了 . 

下 面 再 举 几 个 用 间接 法 把 函数 展开 成 此 级 数 的 例子 . 

ВЗ 把 函数 所 xz) = (1 一 x)ln(1 +x) RFR x HIRR Z. 


解 ъа) = У С=О (-1<х=1)48 











f(x) =(1-х) >, со 


= ( -1) n Z ( -1) n+1 
= 2. n т 2, п i 


п=1 


_ < (-1 "U! an < (-1" 
2, п бн зї” 


Ё ( =Â)" (2021), „_ 
HE У, жнт) x” (-1<х<1). 





例 4 将 函数 sin х 展开 成 | * - T KO RESUM. 


Е 因为 
sin x =sin[ T + [*-2)] 
=sin аа “| + сов gif < 一 了 ) 
=-_| соз[х | + sin(a “т 
并 且 有 
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4 


(-œ <x< +0), 











F. S у 
др аррар 0 ‚4 一 ew。 $ 
{Сз ee 
所 以 
„жү [тү 
ms 人 ы бшк! 十 … + 





t | 
(= %0 <x< +). 


例 5 ЖЮ /(х) = 一 -展开 成 (x - 1) URRA. 























x +4х +3 
# 因为 
1 1 1 1 
а ааа кыч 7201 +х) 2(3 +x) 
1 1 
х—1 X 一] 
41+ 2 ) 8 人 (1+ 4 ) 
而 
l _ 1 < С ОРГ ü 
12220) 7 > (x-1) (-1<х<3), 
2 
IO L&a „у | 
үт шз 
4 
所 以 
I ° ДЇ: ‚Л ， 
Ка аа У С >=] -10) (-1<х<3). 


最 后 ,再 举 一 个 用 直接 法 展开 的 例子 . 
例 6 将 函数 /(x) =(1+х)" 展开 成 x 的 震级 数 , 其 中 普 为 任意 实数 . 
解 f(x) 的 各 阶 导数 为 


第 十 二 章 无穷 级 数 





f'(x) =m(1+x)""', 
/"(х) =т(т-1)(1+х)"*, 


fly sm Пау афа оу a aye", 


所 以 
J/(0)=1,f'(0) =m,f"(0) =т(т- 1), ---, 
fP (0) =т(т-1):-:(т-п+1), 


® 


т(т 1) 2... тт-1) 5" (т-п+1), 
2! n! 


这 级 数 相 邻 两 项 的 系数 之 比 的 绝对 值 


Cn+l | = 


G, 


1 + тх + +з. 


т-п 
n+l 








>l (n>), 











因此 ,对 于 任何 实数 m 这 级 数 在 开 区 间 ( -1,1) 内 收敛 . 
为 了 避免 直接 研究 余 项 , 设 这 级 数 在 开 区 间 ( -1,1) 内 收敛 到 函数 Р(х): 


m(m-l) 2 


F(x) =1 + mx + 21 


+ ° + 





т(т -1)= (m -n+l) a 


++ (-1<х<1), 
n! 


下 面 证 明 F(x) =(1+x)" (-1<х<1). 





逐 项 求 导 ,得 
s т -1 И (т -1):--(т-м+1) ,i ЕЕ 
f Ua) mm) = х+ + 人 x £ | 


两 边 各 乘 (1 +x) ,并 把 含有 x"(n=1,2,… ) 的 两 项 合并 起 来 . 根据 恒等式 
(m-l) (m-n+1) ， (m-1)::: (m —-n) 
(n-1)! n! 


_m(m-1):(m-n+1) 
ü n! 





(n=1,2; J), 


(1 +x)F'(x) 


m(m-l) 2 pin Á m(m 1) (т -п+1) p & 


=тЕ(х) (-1<х<1). 





=m| l] + тх + 
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Wa ра) = РЫ ев OA: 











(1 +2)" 
, (1 +) "Е'(х) —m(1+x)"” ` Е(х) 
ф'(х) = 2m 
(1 +x) 
_(1 +x)" '[(1 +x)F'(x)-mF(x)] -0 
(1 ea" ' 


所 以 ф(х) =c (常数 ). 但 是 pg(0) =1, 从 而 ф(х) =1, 即 
Р(х) = (1 +x)". 
因此 在 区 间 ( -1,1) 内 有 展开 式 


(1+x)"=1 + РРА 
! n! 





(-1<х<1). (4-12) 
在 区 间 的 端点 ,展开 式 是 否 成 立 要 看 m 的 数值 而 定 . 


公式 (4 一 12) 叫 做 二 项 展开 式 . 特殊 地 , 当 m 为 正 整 数 时 ,级 数 为 x 的 m IK 
多 项 式 ,这 就 是 代数 学 中 的 二 项 式 定理 . 


对 应 于 m= 地 与 - 广 的 二 项 展开 式 分 别 为 

















2° 3-4 Jedah S da Eg 8 + 
„11+3+5 (2п-3) 
ls! .. -1<х=1), 
( ) 2-4-6. (2n) ор ( 1 ) 
] Ж но SONY. ы N ИЮ БС LEN Бе ы дии А : + 
Jix 2 2:4 2:4:6 2.4.6.8 
«1+3 +8 (20-1) 
= 1 二 -1 <x=1). 
) 2-4-6. (2n) z ( Sa ) 
2] Е 12-4 


1. 求 函 数 /(x) = cos х 的 泰勒 级 数 , 并 验证 它 在 整个 数 轴 上 收敛 于 这 函数 . 
2. 将 下 列 函 数 展开 成 x 的 寄 级 数 ,并 求 展 开 式 成 立 的 区 间 : 


x 
е =e 








(1) shx= 2 ; (2) In(a+x) (a>0); 
(3) а‘; (4) sin’ x; 
(5) (1 +x)ln(1 +x); (6) ——. 

Í +° 


3. 将 下 列 函 数 展开 成 (x -1) 的 宕 级 数 ,并 求 展开 式 成 立 的 区 间 : 


289. 





(1) D (2) lg x. 

4. 将 函数 f(x) = cos х 展开 成 | *+ 了 的 宕 级 数 ， 

5. 将 函数 J(x) = 一 展开 成 (* -3) 的 宕 级 数 . 
RIER (z + 4) 0 3888. 


б. 将 函数 fx) = 一 一 一 一 
x +3х 十 
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一 、 近 似 计算 





有 了 函数 的 寡 级 数 展开 式 ,就 可 用 它 来 进行 近似 计算 , 即 在 展开 式 有 效 的 区 
间 上 ,函数 值 可 以 近似 地 利用 这 个 级 数 按 精确 度 要 求 计算 出 来 . 

例 1 计算 V240 的 近似 值 ,要 求 误差 不 超过 0. 000 1. 

解 ” 因 为 


1⁄5 


54 = VI =3=3[ 1 э) I 


所 以 在 二 项 展开 式 (4 -12) 中 取 m= 志 ,x= зс НИВ 








5 1 1 1 „4 1 1.4.9 1 
/240 =3 [1 – š Z š = Жа н бнаа 
5 9% 5.91 3% 5.31 3" 
legege o: а (Sn—6) 1 ` 
S". п! 38 


这 个 级 数 收敛 很 快 . 取 前 两 项 的 和 作为 V240 的 近似 值 ,其 误差 (也 叫 做 截断 
误差 ) 为 











йй 14 I leyp РО Л СИ А 
F | = (лы 3° 53.3] 3? 5°. 41 ИГ 
l-4 1 1 і ү? 

я š 1 ш 
з 52.2! zl ыл i | 
6 1 _1 _ L Q 28 
25 3 ,_1 25-27-40 `20000' 

81 
于 是 取 近 似 式 为 


5 l 1 
V240~3| 1 -z â 3°]. 
为 了 使 “四 舍 五 人 "引起 的 误差 (叫做 舍 人 误差 ) 与 截断 误差 之 和 不 超过 10 `, 
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计算 时 应 取 五 位 小 数 , 然 后 再 四 舍 五 入 . 因此 最 后 得 
W240 =2. 992 6. 
例 2 计算 ln 2 的 近似 值 , 要 求 误差 不 超过 0.000 1. 
E ”在 公式 (4 -10) 中 , 令 *=1 可 得 


l . 1 std 
mal-g tmel] чайы 
取 这 级 数 前 项 的 和 作为 In 2 的 近似 值 , 其 误差 为 
|r тее 





见 第 二 节 第 二 目 ). 为 了 保证 误差 不 超过 10“ ,就 需要 取 级 数 的 前 10 000 项 进 
行 计 算 . 这 样 做 计算 量 太 大 了 ,我 们 必须 用 收敛 较 快 的 级 数 来 代替 它 . 
把 公式 (4 -10) 
二 TSS Yara i вне ( -1 <x<1) 
中 将 x% 换 成 -x, 得 
In(1 -x)= ec AYU +( -1)' = (-1=х<1), 


PIAHI , 49 21| 45 В ЖЕН) ЛЕ K 
] +x 
1 – 





= 13(1 +х) -1а(1- х) 


Іа 





а E E O +) (1 #1). 





公 
С 


4. 
155.2 , 解 出 *= 方 .上 以 = 二 代入 最 后 一 个 展开 式 ,得 
l 











DENES 了 1 
-2(3 3 y з F TF mml Де ) 
取 前 四 项 作为 In 2 的 近似 值 ,其 误差 为 
ГИСТ E Ба, : ] 
= з 1 35 13 F nyl BW | 
2 1 1 、 1 
[199215 к] + | 
2 1 1 1 
3" and 4s3° "700600 
9 
于 是 取 
i 3 3 1 Е 1 
besagt pts yt y 
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同样 地 ,考虑 到 舍 人 误差 ,计算 时 应 取 五 位 小 数 ; 
1 ] ] 


—=0.33 二 :二 =~0， 
333, 3 ' ~0.012 35, 
1 1 74 
— + 2—50. 000 82, 二 :一 ~0. 
sess; т ` sr =0.000 07 
因此 得 
In 2=0. 693 1. 


例 3 利用 sin хел - 3 PR sin 9* 的 近似 值 , 并 估计 误差 
解 ” 首 先 把 角度 化 成 弧度 ， 
9° =180x9( 弧 度 ) = (Ж), 
从 而 





гт Т _ 1 т 
“т оу 20 ПЕ 
其 次 估计 这 个 近似 值 的 精确 度 . 在 sin x 的 震级 数 展 开 式 (4 -8) 中 令 x = 





n mnm lyany Lay Aay aua (-1)" үлү" 

Өл. у 20 HEI Ет эр) ДЕЛ и + sI] ý 
等 式 右 端 是 一 个 收敛 的 交错 级 数 , 且 各 项 的 绝对 值 单 调 减少 . 取 它 的 前 两 项 之 和 
作为 sin 20 的 近似 值 , 其 误差 为 


їүт\ү 1 5 1 
ат ат) “120 0:2 <300 000 
因此 取 
т Гуту. 
эр ^0: 157 080, аи 20.000 646, 
于 是 得 


sin 9° =0. 156 43, 
这 时 误差 不 超过 10 
利用 短 级 数 不 仅 可 计算 一 些 函 数值 的 近似 值 ,而 且 可 计算 一 些 定 积分 的 近 
似 值 . 具体 地 说 ,如 果 被 积 函 数 在 积分 区 间 上 能 展开 成 医 级 数 ,那么 把 这 个 医 级 
数 逐 项 积分 ,用 积分 后 的 级 数 就 可 算出 定 积分 的 近似 值 . 
例 4 计算 定 积 


= e 


第 五 节 ”函数 的 需 级 数 展开 式 的 应 用 


1 
的 近似 值 ,要求 误差 不 超过 0.000 1 Еже 19|. 











T 
f 将 e 的 寡 级 数 展 开 式 (4 -7) 中 的 x 换 成 -x ,就 得 到 被 积 函 数 的 震级 
数 展 开 式 
(а) 0а) 0-и)? (-w)" 
е“ =l] * 1! + 2! t! MO K OST o 


= > (-1)*^— (-w%w каж +). 
п=0 n! 


于 是 ,根据 窜 级 数 在 收敛 区 间 内 逐 项 可 积 , 得 
Z fe” dx 
VT 0 


2 2 5 С а, 


п= 0 0 








] 1 l А 1 
= 1 - 十 一 - +… +( -1)" + |. 
| 2 3 Fese! 2 +7+3! 2". (2n+1) :nl! | 
取 前 四 项 的 和 作为 近似 值 ,其 误差 为 








| 1 1 
< ' 
\1& = o + 41 ©90 000 
所 以 
2 үт а I 1 1 1 
Же йыр жн ДИ, = z 
72| • д =l 2.8 2-5-1 30-90)" 
算得 


== адк =0. 520 5. 


VT 0 
例 5 计算 积分 





| sin А д 
0 x 
的 近似 值 , 要 求 误差 不 超过 0. 000 1. 
解 由 于 lm 和 =1, 因 此 所 给 积分 不 是 反常 积分 . 若 定义 被 积 函数 在 


х= 0 处 的 值 为 1, 则 它 在 积分 区 间 [0,1] 上 连续 . 
ME F LFR РАЖ, A 


sin x x ох xŠ x” 
Е =] sË s= + ==] 一 “эз 
с а" 


е 31 +51771 (一 oo <x< + о). 
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在 区 间 [0,1] 上 逐 项 积分 ,得 








[ае -rn OD в 
o x 73.3! 5:5! 7.7! (2п+1)(2п+1)! 
因为 第 四 项 的 绝对 值 
l ad 
7-7! `30 000' 
所 以 取 前 三 项 的 和 作为 积分 的 近似 值 : 
1 sin x 1 1 
[ Е dem=l-s 21 tS. ст, 
算得 


ici 
Í sa A wrat; 946; L. 
0 x 


Z., fay IN TRAA 


XE, RIE EN A — t (ЖЛ Jr EA — Jt ЭТК Ж FE fk 27 77 ТЕ ВО Ж 5% Ж 
为 求 一 阶 微分 方程 


Y (х,у) (5-1) 
x 


满足 初 值 条 件 y |... =y ВРИЕ, ДЯ НРА Ох, у) (х хо) CY S- yo) KI 
多 项 式 
f(x,y) =a +ађ (х= xo) +а (у-у) + +а„(х—х„) (y- yo)". 

那么 可 以 设 所 求 特 解 可 展开 为 x — x, AI TERR: 

y=y +а (x-—x ) +а,(х-х„) + +a(x-x)' +, (5-2) 
其 中 a, ,a,,… ,a,,… 是 待定 的 系数 . 把 (5 -2) 代 入 (5 - 1) 中, 便 得 一 恒等式 , 比 
较 所 得 恒等式 两 端 x* -xo 的 同 次 需 的 系数 ,就 可 定 出 常数 a ,oa:,…, 以 这 些 常数 
为 系数 的 级 数 (5 -2) 在 其 收敛 区 间 内 就 是 方程 (5 - 1) 满足 初 值 条 件 y |,., = 
Yo 的 特 解 . 


例 6 RIEZ = -y -x 满足 y | ,-。= 2 的 特 解 
解 这 时 ,x, =0,y, =2. 故 设 方程 的 特 解 为 


y=2+a,x + a,x° +з +a x" +. 
由 此 ,得 y =a +2а,х + + nax" ' +з. 
将 y 及 Y 的 震级 数 展开 式 代入 方程 ,得 
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a, +2а,х + +па,х' + = -2-(a +l)x -a,x ах" 
上 式 为 恒等式 ， oi E есеи 得 


| 三 一 2， ЙН, +1), з= -а,, » ПО == —Чбы лу *%*%° 


u = "ур 由 数学 归纳 法 可 得 


а, =(-1)" 1 (n>2). 


于 是 ,得 
1, 1 3 a kus 
у = 2 = а +S 31 += +( -1) Ti +e 
-1-z+[1-z+5 -+ 0-0") 
=l-—x+e 一 
这 就 是 所 求 的 特 解 . 


事实 上 ,所 给 方程 是 一 阶 线性 的 ,容易 求 得 它 的 通 解 为 y=Ce“+1 -x, H 
RIF y | ,.。=2 确定 常数 C=1, 即 得 方程 的 特 解 y=e +1 х. 
关于 二 阶 齐 次 线性 方程 
у" +Р(х)у' +0(х)у=0 (5 =3) 
ДЇ Жж % ЖС ЖИПКЕ] ИЙ, RERE Е: 
定理 ”如 果 方 程 (5 -3) 中 的 系数 P(x) 与 0(x) 可 在 -R<x<R 内 展开 为 x 
的 宫 级 数 ,那么 在 -R<x<R 内 方程 (5 -3) 必 有 形 如 


у= 之 a,x" 
的 解 . 
这 定理 的 证 明 从 略 . 
例 7 求 微分 方程 
y" = xy = 0 
满足 初 值 条 件 
Flaat F |.. =1 
的 特 解 . 


f 这 里 P(x) =0,0(х) = -x 在 整个 数 轴 上 满足 定理 的 条 件 . 因此 所 求 的 
解 可 在 整个 数 轴 上 展开 成 * 的 寡 级 数 


у=а,+аух+а,х + +a x" + = У a,x". (5-4) 
由 条 件 y | .-。=0, 得 a =0. 对 级 数 (5 -4) 逐 项 求 导 , 有 
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P 2 n-i E n-i 
у =a; +2а,х +3a,x += +na x" 十 … = 2 пай 3; 
п=1 


:-0=1, 得 a, =1. 于 是 所 求 特 解 y 及 y' 的 展开 式 成 为 





由 条 件 y' 


2 3 л 
у=х+а,х' tax +++ +a, x" + =x+ У ах", (5-5) 
"=? 
2 п- 1 ñ= 
y'=1 +2a,x +3ax + +na x" + =1+ У nax". (5-6) 


n=2 


对 级 数 (5 -6) 逐 项 求 导 ,得 


> п(п-1)а,х"° 


n=2 


у" =2а, +3 · 2а;х += +n(n-1)a, x"? + 


(5-7) 
把 (5 -5) 和 (5 -7) 代 入 所 给 方程 ,并 按 x BJ JE Ж Е, 19 


2a, +3 · 2a,x + (4 · За, -1)x + (5 < 4a, -a,) x + 


(6 · 5а, —a,)x ++: +[ (n+2) (п+1)а,,, —a ,]x + =0. 
因为 上 式 是 恒等式 ,所 以 上 式 左 端 各 项 的 系数 必 全 为 零 ,于 是 有 
а, =0, а, =0, а, = t20, am es, 


一 般 地 


a 





a 


«жй Tin alasi) oe 


从 这 递 推 公式 可 以 推 得 


а, 1 a3 а 




















= = 二 = Ü у 5 =0, 
人 
a7 1 
“=g 1 
一 般 地 
а; -1 = as, =0, 
= l (m=1;2, =) 
зт = ы] )3m==7 = 6 + 4 + 3 к 
于 是 所 求 的 特 解 为 
4 7 10 
на % M x Роу 
) 453 77:64:35 109. 7562 4 3 


3m+l 


(3m+1)3m:…10 :9.7.6.4.3 





+ ... 
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三 、 欧 拉 公 式 


设 有 复数 项 级 数 为 
(u +011) + (ш +031) +5 + (ш +0,1) +, (5-8) 
HP u, 与 v,(n=1,2,3,…) 为 实 常数 或 实 函 数 . 如 果实 部 所 成 的 级 数 
ш tu, + +u, ++ (5-9) 
收敛 于 和 ,并 且 虚 部 所 成 的 级 数 
vi +o, 十 … +, + (5-10) 


收敛 于 和 vw, 那么 就 说 级 数 (5 -8) 收 敛 且 其 和 为 u + vi. 
如 果 级 数 (5 -8) 各 项 的 模 所 构成 的 级 数 
Ми to + Ju + + + Ju +0 ++ 
收敛 ,那么 称 级 数 (5 -8) 绝 对 收敛 . 如 果 级 数 (5 -8) 绝 对 收敛 ,由 于 
[и |= Ju +u, |v, |= /u +u (n=1,2,3,), 
那么 级 数 (5 -9) 与 (5 -10) 绝 对 收敛 ,从 而 级 数 (5 -8)W v. 
考察 复数 项 级 数 





ЖҮ PERSE (z=x+yi). (5-11) 
2! n! 


可 以 证 明 级 数 (5 -11) 在 整个 复 平 面 上 是 绝对 收敛 的 . 在 * 轴 上 (z=x) 它 表示 指 
数 函 数 e ,在 整个 复 平面 上 我 们 用 它 来 定义 复 变量 指数 函数 , 记 作 е. Р е 定 
义 为 

РРО Р + РЯ ( [54| <=). (5-12) 


21 n! 


M x=0 时 ,z 为 纯 虚 数 yi,(5 -12) 式 成 为 
етет tyi tai) +y (i+ aJ Oi)" +s 


=] + ‚_ 1 Жл. ажа AE owes 


= сов y +isin y. 
把 y 换 写 为 x, 上 式 变 为 
e" = соѕ x +i sin x, (5-13) 
这 就 是 欧 拉 ( Euler) 公式 . 
应 用 公式 (5 -13) ,复数 z 可 以 表示 为 指数 形式 : 
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z=p(cos 0 +i sin 0) =pe”, (5 =1⁄4) 
其 中 p= |z| 是 z 的 模 ,9=argz 是 z 的 辐 角 (图 12-5). 
在 (5 -13) 式 中 把 x 换 成 -x, 又 有 
е“ = соѕ х – і sin x. 
把 上 式 与 (5 -13 ) 相 加 或 相 减 ,得 
e" +e- 
2 ， 
Fag“ (5-15) 12-8 
Di 
这 两 个 式 子 也 叫做 欧 拉 公式 . (5 -13) 式 或 (5 -15) 式 揭示 了 三 角 函 数 与 复 变 量 
指数 函数 之 间 的 一 种 联系 . 
最 后 ,根据 定义 式 (5 -12) ,并 利用 才 级 数 的 乘法 ,我 们 不 难 验 证 


z+ 
en m = ent s ga, 


xi 





COS X = 








sin x = 


特殊 地 , 取 z 为 实数 *,z 为 纯 虚 数 yi, 则 有 


e =e". e" =e(cosy+isny). 


і, АЛАН е 在 z=x+yi ЖАИА е` 、 辐 角 为 y 的 复数 . 
>J 题 12-5 


1. 利用 函数 的 震级 数 展开 式 求 下 列 各 数 的 近似 值 : 

(1) In 3 (误差 不 超过 0.000 1); 

(2) Ve (误差 不 超过 0.001); 

(3) W522 (误差 不 超过 0.000 01); 

(4) соз 2° (误差 不 超过 0.000 1). 

2. 利用 被 积 函数 的 寡 级 数 展开 式 求 下 列 定 积分 的 近似 值 ; 


0.5 
o Í l dx (误差 不 超过 0. 000 1); 


1 + 





(2) | апа, (误差 不 超过 0.001). 


3. 试用 震级 数 求 下 列 各 微分 方程 的 解 : 
(1)у'-ху-х=1; 

(2) y'+xy'+y=0; 

(3) (1 -х)у' =x -y. 

4. 试用 寡 级 数 求 下 列 方程 满足 所 给 初 值 条 件 的 特 解 : 


, 2 3 l 
(1) y =y +x | 
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(2) (1-х)у'+у=1+х,у | .0=0 
о £ Ж 26 х" EET 05 © n а т 
5. 验证 函数 y (а) = 6T+ ош ( <x < +оо ) 满 足 微 分 方程 y” + 
у +y = e° ,并 利用 此 结果 求 寡 级 数 У а. Т 的 和 函数 . 


6. 利用 欧 拉 公 式 将 图 数 e`cos x 展开 成 x 的 寡 级 数 . 


第 六 节 ”函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 及 
一 致 收敛 级 数 的 基本 性 质 


一 、 范 数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 


我 们 知道 ,有 限 个 连续 函数 的 和 仍然 是 连续 函数 ,有 限 个 函数 的 和 的 导数 及 
积分 也 分 别 等 于 它们 的 导数 及 积分 的 和 . 但 是 对 于 无 穷 多 个 也 数 的 和 是 否 也 具 
有 这 些 性 质 呢 ? 换 句 话说 ,无 穷 多 个 连续 函数 的 和 s(x) 是否 仍 然 是 连续 函数 ? 
无 穷 多 个 图 数 的 导数 及 积分 的 和 是 否 仍然 分 别 等 于 它们 的 和 函数 的 导数 及 积分 
Bg? 我 们 曾经 指出 ,对 于 寡 级 数 来 说 ,回答 是 肯定 的 . 但 是 ,对 于 一 般 的 函数 项 级 
‚ 数 是 否 都 是 如 此 呢 ? 下 面 来 看 一 个 例子 . 

例 1 ра 

xl a) + (а а) +з +(х°-х°7!') + 

的 每 一 项 都 在 [0,1] 上 连续 ,其 前 nn 项 之 和 为 5, (x) =x", 因 此 和 函数 为 
0, О=х<1, 
l, =l: 
这 和 函数 s(x) 在 x=1 处 间断 . 由 此 可 见 ,函数 项 级 数 的 每 一 项 在 [ac,] 上 连续 ， 
并 且 级 数 在 [a,b] 上 收敛 ,其 和 函数 不 一 定 在 [a,b] 上 连续 . 也 可 以 举 出 这 样 的 
例子 , 苑 数 项 级 数 的 每 一 项 的 导数 及 积分 所 成 的 级 数 的 和 并 不 等 于 它们 的 和 范 
数 的 导数 及 积分 . 这 就 提出 了 这 样 一 个 问题 :对 什么 级 数 ,能 够 从 级 数 每 一 
连续 性 得 出 它 的 和 顶 数 的 连续 性 ,从 级 数 的 每 一 项 的 导数 及 积分 所 成 的 级 数 之 
和 得 出 原来 级 数 的 秀 数 的 导数 及 积分 呢 ? 要 回答 这 个 问题 ,就 需要 引 和 人 下面 
的 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 概念 . 

Ж РА ЖАЛП 25 Ж 


s(x) = lims (х) -| 


u (х) +, (х) +. и, (х) 于 < 


在 区 间 7 FA FW s(x). 也 就 是 对 于 区 间 /上 的 每 一 个 值 x,, 数 项 级 数 > u, (xo) 
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AF s (xo) , 即 级 数 的 部 分 和 所 成 的 数列 
s, (xo) = > и,(җ)—>5( x) (n— e ). 


按 数 列 极 限 的 定义 ,对 于 任意 给 定 的 正 数 є 以 及 区 间 7 上 的 每 一 个 值 x, ,都 存在 
着 一 个 正 整数 ,使 得 当 > N 时 ,有 不 等 式 
| 二 | e, 


即 





|r (xo) | = © u, (xo) 


这 个 数 N —J& Di 38 AS (y Т e, АЧК F х, RITEK М(х, е). 
如 果 对 于 某 一 函数 项 级 数 能 够 找到 这 样 一 个 正 整 数 NN, 它 只 依赖 于 & 而 不 
依赖 于 xo ,也 就 是 对 区 间 1 上 的 每 一 个 值 x, 都 能 适用 的 N(e) ,对 这 类 级 数 
我 们 给 一 个 特殊 的 名 称 以 区 别 于 一 般 的 收敛 级 数 ,这 就 是 下 面 的 一 致 收 合 
的 定义 . 


< е. 


定义 设 有 函数 项 级 数 > и, (х). 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 =, 都 存在 着 
一 个 只 依赖 于 = 的 正 整数 入 ,使 得 当 n >N 时 ,对 区 间 1 上 的 一 切 x, 都 有 不 等 式 


|r (x)| = |з(х) -s(x)| <e 


成 立 ,那么 称 函 数 项 级 数 У w(z) 在 区 间 了 7 上 一 致 收 合 于 和 s(x) ,也 称 函 数 序 
列 |s,(%) | 在 区 间 7 上 一 致 收敛 于 s(x). 
以 上 函数 项 级 数 一 致 收敛 的 定义 在 几何 上 可 解释 为 :只 要 n 充分 大 (n> 
N) ,在 区 间 T 上 的 所 有 曲线 y=s, (x) 将 位 于 曲线 
y=s(x) +2 与 y=s(x)-e 


之 间 ( 图 12 -6). 
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例 2 研究 级 数 








] 1 l 1 1 
х +1 кт | 
在 区 间 [0,+% ) 上 的 一 致 收敛 性 . 
解 ” 级 数 的 前 ”项 和 s,(x) = 一 一 ,因此 级 数 的 和 


1 


s(x) = lims, (x) = lim 
п пзе 十 
于 是 , 余 项 的 绝对 值 
Ir (x)|=|s(x) —5„(х)| = 





=0 (0<x< +e). 
n 


- s (0<x< +œ). 
x+n n 





对 于 任 给 £ >0, 取 正 整数 Е n>N 时 ,对 于 区 间 [0, + mw ) 上 的 一 切 
x, 有 


[r,(z)| <=. 
根据 定义 ,所 给 级 数 在 区 间 [0, + о ) 上 一 致 收敛 于 s(*) =0. 
例 3 研究 例 1 中 的 级 数 
х (х —x) + (a a) + 
在 区 间 (0,1) 内 的 一 致 收敛 性 . 
解 ” 这 级 数 在 区 间 (0,1) 内 处 处 收 钱 于 和 s(x) 三 0, 但 并 不 一 致 收敛 . 事实 


上 ,这 个 级 数 的 部 分 和 s,(x) =x", 对 于 任意 一 个 正 整 数 n, 取 * Е. 


МГЕ = =>. 
但 5(х,) =0, 从 而 
| 


|», ба.) [= [453 ~ #0) | = 


所 以 ,只 要 取 & < 二 ,不 论 n 多 么 大 ,在 (0,1) 内 


总 存在 这 样 的 点 x. ,使 得 |r,(x,)|>a, 因 此 所 
给 级 数 在 (0 ,] ) 内 不 一 致 收敛 . 这 表明 虽然 函数 
序列 s,(x) =x" 在 (0,1) 内 处 处 收敛 于 s(x) =0, 
但 s,(x) 在 (0,1) 内 各 点 处 收敛 于 零 的 “快慢 ” 
程度 是 不 一 致 的 ,从 图 12 -7 中 我 们 也 可 以 看 出 
这 一 情形 . 








可 是 对 于 任意 正 数 r<1, 这 级 数 在 [0,r] 上 一 致 收敛 . 这 是 因为 当 x=0 时 ， 


|r, (x) |=x" <=; 


当 0<x<r 时 ,要 使 x*” <£ (不 妨 设 e<1) ,4 R nin x <l s kn > e е тт ЕЛЕ 
(O, ERKEKTE ЕЖЕ N> EE, M n>N M XLO, r] EAH 


ЖЗ x" < е. 

上 述 例子 也 说 明了 一 致 收敛 性 与 所 讨论 的 区 间 有 关 . 以 上 两 例 都 是 直接 根 
据 定义 来 判定 级 数 的 一 致 收敛 性 的 ,现在 介绍 一 个 在 实用 上 较 方便 的 判别 法 . 

定理 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 判别 法 ) ”如 果 函 数 项 级 数 У u, (x) E 
区 间 1 上 满足 条 件 : 

(1) |и„(х)|<а„ (п=1,2,3,---); 


(2) 正 项 级 数 > о, шай, 


那么 函数 项 级 数 > u, (xz) 在 区 间 1 上 一 致 收敛 . 


证 由 条 件 (2) ,对 任意 给 定 的 < >0, 根 据 柯 西 审 敛 原理 (第 一 节 第 三 目 ) 
存在 正 整 数 NV, 使 得 当 n>N 时 ,对 任意 的 正 整 数 p, 都 有 


E 
а 1 十 Qn+2 + аар < 


2 
由 条 件 (1) ,对 任何 xe7, 都 有 
|u (x) +u (x) + Elgh E) | 


< а(х) | + la a (СЕ) | + ° F (un, (x) | 


令 p 一 % , 则 由 上 式 得 


|r, (x) [a <= 


因此 函数 项 级 数 > u, (x) 在 区 间 7 上 一 致 收敛. 
例 4 证 明 级 数 


. 2 . 2 
sinx sin 2 x sin n “x 
= 十 … p —— + `: 

1“ 2 n“ 


在 ( -o，,+o ) 内 一 致 收敛, 
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证 ”因为 在 ( - ә, +оо) р 
sin п2х 
n? 


(п=1,2,3,+—), 








而 У, 点 收 伍 , 故 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ,所 给 级 数 在 ( - = , + = ) 内 一 致 收 全 


二 、 一 致 收敛 级 数 的 基本 性 质 


一 致 收敛 级 数 有 如 下 基本 性 质 : 
定理 1 如 果 级 数 > и, (x) 的 各 项 wu,(*x) 在 区 间 [a,b] 上 都 连续 , 且 


æ 


У uw(z) 在 区 间 [o, 外 上 一 致 收敛 于 *(x*) ,那么 s(x) 在 [ao,b] 上 也 连续 . 


s(x) =s. (x) r. (x); 0а) =s, (20) +f, (xo) 


S 
am 


|s(x) —5(х„) | = |s (x) —5„(х„) +г„(х) -г.(ж,) | 
< |s,(x) =s, (x)| + |r (ж) |+ Ir, Cx) l. (6-1) 


因为 级 数 》 и, (х) BUF s(x) ,所 以 对 任意 给 定 的 正 数 e, VA E 3 М = 
N(e) ,使 得 当 n >N 时 ,对 [a,b] 上 的 一 切 x, 都 有 


|, (а) < (6-2) 


当然 ,也 有 | r(x) | < 选 定 满足 大 于 N BJ n Z Ji ,s, (х) EA BR Ji g 2 pR $ç 2 
П, s, (х) TER xo 连续 ,从 而 必 有 一 个 6 >0 存在 , 当 |x-xo| < BF, AA 
£ 
|s.(z) -s,(xo)| < (6-3) 


H(6-1) (6-2) (6-3) жаи, 2 e >0, VA 8>0, 4 |х -x| <8 ht, Æ 
|s(x) 一 SCxo ) | LE. 


所 以 s(x) 在 点 xo 处 连续 ,而 xz 在 [a,b5] 上 是 任意 的 ,因此 s(x) 在 [a,b] 上 连续 . 
定理 2 如果 级 数 > и, (х) 的 各 项 u, (%) 在 区 间 [a,b] 上 连续 , 且 


= 


> u,(xz) Æla, b] Б-Т s(x), BARR У u(x) 在 [a,b] 上 可 以 逐 项 


n=] 


积分 , 即 
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[ з(х) ах = [ ш (х) dx + [ и, (х) dx 十 … 十 [ u, (x) dx ++, (6-4) 
其 中 ax,。<x<6b, 并 且 上 式 右 端 的 级 数 在 [a,b] 上 也 一 致 收敛. 


证 因为 级 数 》 u(x) 在 [a,b] 上 一 致 收敛 ,由 定理 1,s(x),r, (x) 都 在 


[a,b] 上 连续 ,所 以 积分 s(x)dx，[ r (a) de 存在 ,从 而 有 








И s(x)dx 一 [ s. (х)ах | = f r,(x)dx| < [ |r, (х) |а. 
ХНА – ЭОЕ, МЕТЕ е, Н N= N(e) ,使 得 当 n > N 时 ,对 La,b] 
上 的 一 切 х, #69 


£ 
b-a 





|е, (а) < 
于 是 , 当 n>N 时 有 
Ї {ийде = [ (хк 
根据 极限 的 定义 ,有 
上 „(эў фу = lim | s (x)dz = tim У [ и, (х) ах, 








< [ |r (х) [ds «iz = x) SE. 


即 


[0% = y | u(x) dx. 


і= 1 ^0 


= 


由 于 入 只 依赖 于 e 而 与 m,x 无 关 , 所 以 级 数 | w(x) qr Elab] Е—Җ 
收敛 . 
定理 3 如果 级 数 》 uw,(*) 在 区 间 [a,4b] 上 收敛 于 和 s(x) , 它 的 各 项 u, (x) 


n=l 


都 具有 连续 导数 wu， (х), ЖА У и, (x) 在 [a,b] 上 一 致 收敛 ,那么 级 数 


(xz) 在 [a,0] 上 也 一 致 收 合 , 且 可 逐 项 求 导 , 即 


nzi 
s'(x) =u; (x) +u, (x) += +u’ (x) +. (6-5) 


证 ” 先 证 等 式 (6 - 5). 由 于 > и’, (x) 在 [a,b] 上 一 致 收敛 , 设 其 和 为 
ф(х), ВП > и" (х) =p(xz), 欲 证 (6 -5) 只 需 证 p(x) =s'(x) 就 可 以 了 . 
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根据 定理 1 知 ,p(x) 在 [a,b] 上 连续 ,根据 定理 2, 级 数 > u, (x) 可 逐 项 
积分 , 故 有 


| ea = S| u, (x)dx = > [u,(z) -u,(za)], 
而 
> wo =s), 5 
и Е 


> шо) вабо) 


© 


2. [и„(х) —u,(x )] =s(x) —5(ж,), 
从 而 有 


{ ф(х) ах =5(х) —5(х,) 
其 中 a= x, < x= b. 上 式 两 端 求 导 , 即 得 关系 式 


gla) =з'(х). _ 
再 证 级 数 》 и, (x) 在 [a,b] 上 也 一 致 收敛 


根据 定理 2, 级 数 》 | шщ, (x)dx 在 [a,b] 上 一 致 收敛 ,而 


© 


> [u de= ult) Y а, (а) 
所 以 
Э u (x) = > 「 и, (x)dx + x u (xo), 
由 此 即 得 所 要 证 的 结论 . 
必须 注意 ,级 数 一 致 收敛 并 不 能 保证 可 以 逐 项 求 导 . 例如 ,在 例 4 中 我 们 已 
证 明了 级 数 


sln x 





4 2 . 2 
sin 2 “x sin n `x 
2 > + `° 十 一 一 一 一 
1 2 


2 
n 


在 任何 区 间 [a,b] 上 都 是 一 致 收敛 的 ,但 逐 项 求 导 后 的 级 数 





2 2 
cos x + COS 2 XA+ +COSNX+, 


其 一 般 项 不 趋 于 零 ,所 以 对 任意 值 x 都 是 发 散 的 ,因此 原 级 数 不 可 以 逐 项 求 导 . 
下 面 我 们 来 讨论 万 级 数 的 一 致 收敛 性 . 


定理 4 如 果 震 级 数 > ax" 的 收 钱 半径 为 R>0, 那 么 此 级 数 在 ( -R,R) 
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内 的 任 一 闭 区 间 [a,b] 上 一 致 收敛 . 
证 记 r=max||a|,15|| , 则 对 [a,6] 上 的 一 切 x, 都 有 


[а,х" |< |а„"| (n=0,1,2,.…), 
而 0 <r < 及 ,根据 第 三 节 定理 1 级 数 Y a,r ЖИД, Н БЛОТ Ж ИНЕ 
即 得 所 要 证 的 结论 . Е 
ЗЕ BT HEI , WE 36 28 88: 5 ах" 在 收敛 区 间 的 端点 收敛 ,那么 一 致 收 


敛 的 区 间 可 扩大 到 包含 端点 . 

下 面 我 们 来 证 明 在 第 三 节 中 指出 的 关于 知 级 数 在 其 收敛 区 间 内 的 和 限 数 的 
连续 性 、 逐 项 可 导 、 逐 项 可 积 的 结论 . 

关于 和 函数 的 连续 性 及 逐 项 可 积 的 结论 ,由 定理 4 和 定理 工 .定理 2 立即 可 
得 . 关于 逐 项 可 导 的 结论 ,我 们 重新 叙述 成 如 下 定理 并 给 出 证 明 ， 


定理 5 IRS RE У ах ШЕЖЕ КО, АНЯ (х) 
( -RR,R) 内 可 导 , 且 有 逐 项 求 导 公式 


© æ 
=i 
5 (x) =( > а„х")' = > пак, 
0 п= 1 


п = 


逐 项 求 导 后 所 得 到 的 震级 数 与 原 级 数 有 相同 的 收敛 半径 . 
证 ” 先 证 级 数 Ж, пах" 在 ( -RR,R) 内 收敛 . 


在 ( -R,R) 内 任意 取 定 x, 再 选 定 x ,使 得 |z| <z < R ig а=! l MI 


x 


n=1 
x 








п-1 29 1 | а п 1 п 
lat |н" Lla] sata zl, 
x, x, 


H fi E ЕНГ У ng" сак, FE 


пд" '—0 (n> ), 
ОВО па" 1 有 界 , 必 有 M >0, 使 得 
пд’ > l <M (т=1 ‚2, ). 
х1 


Х0<х, < 有 ,级 数 S |a, 好 | 收敛 ,由 比较 审 伍 法 的 推论 即 得 级 数 У naa 
收敛 . 
由 定理 4, 级 数 y nax" HEC- R, R) ВО Е A E Га, 6) 上 一 致 收敛 ， 
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KERK У a,x" 在 [a,b] 上 适合 定理 3 的 条 件 , 从 而 可 逐 项 求 导 . НЕШ Г а,Ь] 


n=l 


E- R, R) РАМЕ, ДУЗА 3 К ax 在 ( -К,К)р n] ok +. 
ЖЖ У nax" RAA R', 上 面 已 证 得 R<R'. Е ЖКТЕ 


[0,x] (|x| <R') 上 逐 项 积分 即 得 У а, х", ААТА ЭКЗ И; 
会 缩小 ,所 以 R'<R, 于 是 R'=R. 定理 5 证 毕 . 


习题 12-6 


1. 已 知 函 数 序 列 s(z) =sin (n=1,2,3,. …) 在 (一 % ,+%) 上 收敛 于 0， 


(1) 问 N(s,x) 取 多 大 ,能 使 当 n>N 时 ,s,(%) 与 其 极限 之 差 的 绝对 值 小 于 正 数 e; 
(2) WEH s, (x) 在 任 一 有 限 区 间 [a,6b] 上 一 致 收敛 . 


* 2 
тт 2 х == Ж. 
ет АТТ 
(1) 求 出 该 级 数 的 和 ; 
(2) 问 N( z ,x) REK, ВЕЕ n > N 时 ,级 数 的 余 项 7 的 绝对 值 小 于 正 数 €; 


(з) 分 别 讨论 级 数 在 区 间 [0,1] ,| 1] 5 —#tkeuue. 





+… 在 ( -co ,+%) 上 收敛 . 


3. 按 定义 讨论 人 下 列 级 数 在 所 给 区 间 上 的 一 一 致 收敛 性 : 
пзу (ye TE ту: 


4. 利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 证 明 下 列 级 数 在 所 给 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 





-o <x<+o; (2) > (1-х)х",0 < <1. 


Cos nx _Sinnz ` 
ti x == , —@% <x< +ooi Q) > as - 0 <x< +0; 


n=l Sn a 


(3) У жет, Оа < + о ; (4) y e, |x| <10; 


(5) > (ы ев Ж ш мы. 


2 2 
n=l n +x 





+: А 


从 本 节 开 始 ,我 们 讨论 由 三 角 函 数组 成 的 函数 项 级 数 , 即 所 谓 三 角 级 数 , 着 
研究 如 何 把 函数 展开 成 三 角 级 数 . 
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一 、 三 角 级 数 三角 函 数 系 的 正 交 性 


在 第 一 章 中 ,我 们 介绍 过 周期 函数 的 概念 ,周期 函数 反映 了 客观 世界 中 的 周 
期 运动 . 
正弦 函数 是 一 种 常见 而 简单 的 周期 函数 . 例如 描述 简 谐 振动 的 函数 
у =AÁsin(ot +g) 


就 是 一 个 以 < 为 周期 的 正弦 函数 ,其 中 y жей жй Ж: 表示 时 间 ,4 为 振 
о 为 角 频率 ,p 为 初 相 . 

在 实际 问题 中 ,除了 正弦 函数 外 ,还 会 遇 到 非 正 弦 函 数 的 周期 函数 ,它们 反 
映 了 较 复杂 的 周期 运动 . 如 电子 技术 中 常用 的 周期 为 了 的 矩形 波 (图 12 -8) ,就 
是 一 个 非 正 弦 周 期 函数 的 例子 . 


— 
l 
| 
| 
| 
| 
1 
I 
I 





Ñ 


图 12 -8 





如 何 深 入 研究 非 正弦 周期 函数 呢 ?” 联 系 到 前 面 介 绍 过 的 用 函数 的 竹 级 数 展 
开 式 表示 与 讨论 函数 ,我 们 也 想 将 周期 函数 展开 成 由 简单 的 周期 函数 例如 三 角 


函数 组 成 的 级 数 . 具体 地 说 ,将 周期 为 了 | = 的 周期 函数 用 一 系列 以 7 为 周 
期 的 正弦 函数 4,sin( nwt + w,) 组 成 的 级 数 来 表示 , 记 为 

f(t) =4 + У A.sin( not + @,) , (7-1) 
其 中 А,,А,,ф,(п=1,2,3,--) ЖЖ. 

将 周期 函数 按 上 述 方式 展开 , 它 的 物理 意义 是 很 明确 的 ,这 就 是 把 一 个 比较 
复杂 的 周期 运动 看 成 是 许多 不 同 频率 的 简 谐振 动 的 毒 加 . 在 电工 学 上 ,这 种 展开 
称 为 谐 波 分 析 ,其 中 常数 项 А, 称 为 Ai) 的 直流 分 量 ,4,sin(wt + @, ) 称 为 一 次 谐 
波 (又 叫做 基 波 ) ,4;sin(2ot + p) ,dsin(3ot + p; ) ,… 依 次 称 为 二 次 谐 波 ,三 次 谐 
波 ,等 等 

为 了 以 后 讨论 方便 起 见 ,我 们 将 正弦 函数 4sin(mnol +o,) 按 三 角 公 式 变 
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形 ,得 


A sin( not + @,) =A,sin ф,соѕ nwt + А соз @,sin not, 
жн 45 = А, ,а, = А,ѕіп ф,,0, = А,соѕ @, ,@ = 即 7=2/), 则 (7 -1) 式 右 端 
的 级 数 就 可 以 改写 为 


Sa 2, (a,eos "7 +b,sin “л, (7-2) 


形 如 (7 -2) 式 的 级 数 叫 做 三 角 级 数 ,其 中 a ,a,,b, (n = 1,2,3, ---) #6 


令 了 =x,(7 -2) 式 成 为 
>+ х (а,соѕ пх +b sin пх), (7-3) 
这 就 把 以 21 为 周期 的 三 角 级 数 转换 成 以 2 为 周期 的 三 角 级 数 . 

下 面 我 们 讨论 以 2r 为 周期 的 三 角 级 数 (7 -3). 

如 同 讨论 寡 级 数 时 一 样 ,我 们 必须 讨论 三 角 级 数 (7 -3) 的 收敛 问题 ,以 及 
给 定 周 期 为 2r 的 周期 函数 如 何 把 它 展 开 成 三 角 级 数 (7 -3). 为 此 ,我 们 首先 介 
绍 三 角 函 数 系 的 正 交 性 . 

РН — ff) P£ Ж Ж 

l ,cos х,ѕіп x,cos 2x,sin 2х,°°° ,COs nx ,Sin nx, (7-4) 
在 区 间 | -T,T] 上 正 交 ,就 是 指 在 三 角 函 数 系 (7 -4) 中 任何 不 同 的 两 个 函数 的 
乘积 在 区 间 [ -7,m] 上 的 积分 等 于 零 , 即 


cos nxdx =0 (n=1,2,3,.…), 


| sin nzdw =Ü (п=1,2,3,=+), 
| sin kx cos nxdx =0 (k,n=]1,2,3,.…), 


cos kx cos nxdx =0 (k,n=1,2,3,.… k= n), 


J sin kx sin nxdx =0 (k,n=1,2,3,.… k n). 


以 上 等 式 ,都 可 以 通过 计算 定 积分 来 验证 , 现 将 第 四 式 验 证 如 下 : 
利用 三 角 遇 数 中 积 化 和 差 的 公式 


ЕД 


cos kx cos пх = [ cos(4 +n)x+cos(k-n)x] 


‚309. 


第 十 二 章 无 穷 级 数 





`á Кёп], 


| cos kx cos nxdx =+ | [cos(k+n)x +cos(k-n)x]dx 


т 





l psin(k+n)x sin(k-n)x 
=al sa P с 
=0 (Mk n =1,2 3.5. Етп), 
其 余 等 式 请 读者 自行 验证 . 
EZARRI -4) 中 ,两 个 相同 函数 的 乘积 在 区 间 [ -7m,m] 上 的 积分 不 
等 于 零 , 即 


| ах =2m，| simnxdz=m，| соѕпхіх= т (n=1,2,3,.…). 


== 


=, #1 FS JF pk. 18 E T 5 


设 f(x) EE JE] H у 2т 的 周期 函数 , 且 能 展开 成 三 角 级 数 
f(x) =+ У (acos kx + Б, ѕіп kx). (7-5) 
我 们 自然 要 问 :系数 oo ,ai ,… 与 图 数 拟 zx) 之 间 存 在 着 怎样 的 关系 ?” 换 句 话 
说 ,如 何 利用 /(*) 把 a。,a,,6b,，… 表 达 出 来 ? 为 此 ,我 们 进一步 假设 (7 -5) 式 右 
端的 级 数 可 以 逐 项 积分 . 
ЖЖ а, 对 (7 -5) 式 从 -到 亚 积分 ,由 于 假设 (7 -5) 式 右 端 级 数 可 逐 项 
积分 ,因此 有 
ло) ax = 上 了 dx + Р [a cos kxdx +b, |. sin hdx]. 
aja = fü RRR (7 -4) 的 正 交 性 ,等 式 右 端 除 第 一 项 外 ,其 余 各 项 均 为 零 ,所 以 
[0а 59. 2т, 
于 是 得 
1 N 的 в 
а, = | f(x) ds. 
ЖКЖ a, 用 cos пх 乘 (7 -5) 式 两 端 , 青 从 -7 到 7 积分, 我们 得 到 
人 f(x)cos nxdx 


© 
а т т т 
0 | 
557 cos nxdx + > [af cos kx cos nxdx + b, Í sin kx cos пхах |. 
-R k=1 -7 =n 


根据 三 角 函 数 系 (7 -4) 的 正 交 性 ,等 式 右 端 除 上 =n 的 一 项 外 ,其 余 各 项 均 为 
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零 ,所 以 


т w 
2 
J f(x)cos nxdx =a, | cos nxdx =a т, 
= -n 


a, = 二 f(x)cosnxdx (n=1,2,3,.…). 
TT -т 
类 似 地 ,用 sin nx 乘 (7 -5) 式 的 两 端 ,再 从 -7 到 ~ 积分 ,可 得 
b, =- f Fearsin пай» (п=1,2,3,---). 
аг -+ 
由 于 当 n=0 时 ,a, 的 表达 式 正 好 给 出 a ,因此 ,已 得 结果 可 以 合并 写成 


a, = 二 | flx)cosnxdx (n=0,1,2,3,.…), 

= (7-6) 
b, == | f(x)sinnxdx (n=1,2,3,.…). 

T лет 


如 果 公 式 (7 -6) 中 的 积分 都 存在 ,这 时 它们 定 出 的 系数 oo ,ai ,号 ，…: 叫 做 函 
数 /(x) 的 传 里 叶 ( Fourier) 系数 ,将 这 些 系数 代入 (7 -5) 式 右 端 ,所 得 的 三 角 
级 数 
2 

叫做 函数 (x) 的 侍 里 叶 级 数 . 

一 个 定义 在 ( - % , + % ) 上 周期 为 2r 的 函数 /(x) ,如 果 它 在 一 个 周期 上 可 
积 ,那么 一 定 可 以 作出 所 x) 的 傅 里 叶 级 数 . 然而 ,函数 /(x) 的 传 里 叶 级 数 是 否 一 
Ж? 如 果 它 收敛 , 它 是 否 一 定 收敛 于 函数 Ох) 7 一 般 说 来 ,这 两 个 问题 的 
答案 都 不 是 肯定 的 . 那么 ,x) 在 怎样 的 条 件 下 , 它 的 傅 里 叶 级 数 不 仅 收敛 ,而 且 
WAFS)? 也 就 是 说 ,f(x) 满 足 什么 条 件 可 以 展开 成 侍 里 叶 级 数 ? 这 是 我 们 
面临 的 一 个 基本 问题 

下 面 我 们 叙述 一 个 收敛 定理 ( 不 加 证 明 ) , 它 给 出 关于 上 述 问题 的 一 个 重要 

定理 (收敛 定理 , 狄 利 克 雷 ( Dirichlet) 充分 条 件 ) 设 /(x) 是 周期 为 25 的 周 
期 函数 ,如 果 它 满足 ， 

(1) 在 一 个 周期 内 连续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ， 

(2) 在 一 个 周期 内 至 多 只 有 有 限 个 极 值 点 ， 
那么 /xz) 的 备 里 叶 级 数 收 伍 ,并 且 

"í х E f(x) ERAR, ВВЕ (А), 


4 Ë f(x) ЫЕ] ЕТ, ЖИЕК ЕС 0) +/(х`)]. 


+ У (a, cos пх + b sin nx) 
n=l 


“3 了 377 。 








收 敏 定理 告诉 我 们 ;只 要 函数 在 [ -5,5] 上 至 多 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ,并 
且 不 作 无 限 次 振动 ,函数 的 传 里 叶 级 数 在 连续 点 处 就 收敛 于 该 点 的 函数 值 , 在 间 
断 点 处 收敛 于 该 点 左 极限 与 右 极限 的 算术 平均 值 . 可见 ,函数 展开 成 传 里 叶 级 数 
的 条 件 比 展开 成 震级 数 的 条 件 低 得 多 . 记 

с [| = 二 [Ka-) 1], 


在 C 上 就 成 立 拟 x) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 


f(x) =” + > (a cos nx +b sin nx), x € C. 7—7) 
例 1 (х) ЈА 2т ЈАР, CEL -T,T) 上 的 表达 式 为 
| -1, -т<х<0, 
Кз) =] 1, О=х<т. 


Ki f(x) J JF ЛИЙ Hi n 28 28 , E fE tH 28 8А A БЕ САУ 8] JÉ. 

解 ” 所 给 函数 满足 收敛 定理 的 条 件 , 它 在 点 x=km (k=0, +1, +2, )4b 
不 连续 ,在 其 他 点 处 连续 ,从 而 由 收敛 定理 知道 A(x) 的 全 里 叶 级 数 收 敛 , 并 且 当 
x = Ет 时 级 数 收敛 于 

一 
2 2 

Щ хз Ет ВАО СТ f(x). 

计算 傅 里 叶 系 数 如 下 : 


а, = 二 | f(x)cos nxdx 
T =# 





0 9 


0 т 
= | ( —1)cos nxdx + 1 | 1 • cos nxdx 
ТГ Ј-т T 


0 


=0 (п=0,1,2,---); 


b, = 一 | f(x)sin nxdx 
T = 


0 т 
-二 | ( —1)sin nxdx + 二 | l ` sin nxdx 
Т Ј-т т J. 


) 





0 
1 [= =] & 1 | COS =] š 
т n = т п 0 


ә 
sl y -cos nm — cos пт +1] =—[1-(-1)"] 
пт пт 


ЫШ п=1,3,5,:--, 
= Z пт 
Ü, п=27,4,б6,+=+ 
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КА ЖИКА. (7-7), ЗЯ х) ВО АОВ Ж 





віп (2k -1)х t] 


4 「 ， 2. l 
fa) = 二 | sin z+ sin 3x 十 … в == 





ЕЕ. 
т £ 26-1 


级 数 的 和 函数 的 图 形 如 图 12 -9 PH 78: 
p 


sin(2k-1)x ( -œ <x< + о ;xZ0, +q, +2т,—). 





图 12 -9 


如 果 把 例 1 中 的 函数 理解 为 矩形 波 的 波形 函数 (周期 了 =2T ,振幅 已 =1, 自 
变量 x 表示 时 间 ) ,那么 上 面 所 得 到 的 展开 式 表 明 : 和 矩形 波 是 由 一 系列 不 同 频率 
的 正弦 波 倒 加 而 成 的 ,这 些 正弦 波 的 频率 依次 为 基 波 频率 的 奇数 售 . 

例 2 设 几 zx) 是 周期 为 2 АИ, ЕТЕ -T,T) 上 的 表达 式 为 


x, 
Ж) = |0, 0=x < т. 
Ki f(x) ЖЕҢИЛ H! n 22 32% ,并 作出 级 数 的 和 函数 的 图 形 . 
ВЕ ”所 给 范 数 满足 收敛 定理 的 条 件 , 它 在 点 x=(25+1)T (k=0, +1, 
+2,…) 处 不 连续 . 因此 ,Kx) 的 傅 里 叶 级 数 在 x=(24+1)T 处 收敛 于 
Ka Jif -m бешт. 


2 2 2 
在 连续 点 x (х (26 +1) т) КР (х). 
计算 傅 里 时 系数 如 下 : 
l 


т 0 
a, = 二 | f(x)cos nxdx = 一 | xcos nxdx 
T -n T -т 


-т=х<0, 





» 0 
_ ] rxsin nx cos nx ] 
s= Ë] —— = (l - cos пт) 
w T T 


т n n 








n T 


ом 


0, n=2,4,6,.…; 
1 ү" 1 ү, Ipa т 
ре 09|. хйх = 一 | 7 | „= — i 
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т 0 
b, = 二 | f(x)sin nxdx -二 | xsin nxdx 
тп =T т B 


0 





1 xcos nx sin nx 
T n n 


- тп 


п+1 
= „беле AoA „ууз у. 
п 


п 


将 求 得 的 系数 代入 (7 -7) 式 ,得 到 f(x) 的 伟 里 叶 级 数 展开 式 为 





L 
f(x) = -+ [eos z + sin x) - sin 2x (ео Зх ъс 3w| 一 


2 Waa 
Tsin 4x + (529% 5х + sin 5x) = wes 


© 


т 2 1 2 
кш аы ттр? 


T kzi 








Ci 
n 


sinnx 


(一 oo <x< +оо; х9 +q, +3m,). 


级 数 的 和 函数 的 图 形 如 图 12 – 10 所 示 : 





12 -10 


ЛІТЕ, MRAR /( x) 只 在 [ -T,T] 上 有 定义 ,并 且 满 足 收敛 定理 的 条 
件 ,那么 作 x) 也 可 以 展开 成 傅 里 叶 级 数 . 事实 上 ,我 们 可 在 [ -m,m E-m, т) 
外 补充 函数 f(x) 的 定义 ,使 它 拓 广 成 周期 为 2 的 周期 函数 Р(х). 按 这 种 方式 
拓 广 函数 的 定义 域 的 过 程 称 为 周期 延 拓 . 再 将 (x) 展开 成 傅 里 叶 级 数 . 最 后 限 
H х EC- m,m) Ру, ЕҤ] К(х) =/(х) ,这 样 便 得 到 f(x) 的 传 里 叶 级 数 展 开 式 . 根 


据 收敛 定理 ,这 级 数 在 区 间 端 点 += ат СЕ С т), 
例 3 将 函数 








и(1) = E 





„Ё 
sin +, _- T < <т 


ЛЕЛИ B ПЖ, Жр Е 是正 的 常数 . 
解 ” 所 给 函数 在 区 间 [ -7,m] 上 满足 收敛 定理 的 条 件 , 并 且 拓 广 为 周 期 函 
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数 时 , 它 在 每 一 点 x 处 都 连续 (图 12 -11), 因 此 拓 广 的 周期 函数 的 全 里 叶 级 数 
在 [ -7m,m] 上 收敛 于 (7). 
计算 傅 里 叶 系 数 如 下 : 


a, = 二 | u(t)cos ntdt 
т -T 











= 6 上 sin cos ntdt, 
m )-= 
因为 上 列 积分 中 被 积 函 数 为 侦 函 数 ， 图 12 -11 
所 以 
G, = = Ë sin усо ntdt 


sa [sin ("+-у)г-+ (5-2) а 
1 











Е 
= 一 + 
т f +L = je 
| И! 
1 1 
一 人 
22 РЕЩ а т 
КА: n 2 
„== f sin. | n абве tnai, 2,3, e. 
т -п 2 








上 式 等 于 零 是 因为 被 积 函 数 是 奇 函 数 . 
将 求 得 的 系数 代入 (7 -7) 式 ,得 w(t) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 


4Е z 
u(t) = (5 = 2, = ii nt) ( — r = t = т). 





三 、 正 弦 级 数 和 余弦 级 数 


一 般 闹 来 ,一 个 函数 的 傅 里 叶 级 数 既 含有 正 弱 项 ,又 含有 余弦 项 ( 见 例 2). 
但 是 ,也 有 一 些 明 数 的 傅 里 叶 级 数 只 含有 正弦 项 ( 见 例 1 ) 或 者 只 含有 常数 项 和 
余弦 项 ( 见 例 3). 这 是 什么 原因 呢 ? 实际 上 ,这 些 情 况 是 与 所 给 函数 所 xz) 的 奇偶 
性 有 密切 关系 的 . 对 于 周期 为 2m 的 函数 A(x) , 它 的 傅 里 叶 系 数 计算 公式 为 


.= 二 | f(x)cosnxdx (n=0,1,2,.…), 

m /-т 

ь, = | f(x)sin nxdx (п= 1,2,3, :--). 
ЯГ Isi 
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由 于 奇 函 数 在 对 称 区 间 上 的 积分 为 零 , 侦 孔 数 在 对 称 区 间 上 的 积分 等 于 半 区 间 
上 积分 的 两 倍 , 因 此 ， 
当 f(x) J y РЁ ЖЩ „/(х) соз nx EA RRS x)sin nx АЕ] РЁ ЖД, 
а„=0 (m =0,1,2‚*=), 


т (7 -8) 
b = 2 Глод ка пхдх (п = е 
т Јо 
RD A ay РЁ Sr BJ 8: Hi n]: 28 Н & A E 52 НОТЕ 52 2 2X 
> b sin nx. (7-9) 
ы ,f(x)cos nx Р ,„/(х)вїп nx жа] РА ЖД, 0 
a, = — Жеш nxdx (n = — 
T Јо 
b =0 (n=1,2,3,.…). (7-10) 
ИП А РЁ ie ÉS R EE nT: ЖЕ А & Ж BOH AI R 52 JJ A R 08 #4 
>+ У а„соз nx. (7=11) 


例 4 设 f(x) 是 周期 为 27 的 周期 函数 , 它 在 [ -T,T) 上 的 表达 式 为 
f(x) =х. 将 f(x) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 ,并 作出 级 数 的 和 哺 数 的 图 形 . 
ВЕ ”首先 ,所 给 函数 满足 收敛 定理 的 条 件 , 它 在 点 
x=(2k+1)m (k=0,+1,+2,=-) 
处 不 连续 ,因此 Ax) 的 傅 里 叶 级 数 在 点 x=(24+1)T 处 收敛 于 





Кт) 0 =т')_т#(=т) ü 
2 2 ' 
在 连续 点 x (x= (2k +1) т) МКР /(х). 
其 次 , 若 不 计 x=(2k+1)m (k=0, +1,2, dy 为 27 的 奇 
函数 . 显然 ,此 时 (7 -8) 式 仍 成 立 . 按 公 式 (7 - вуж а = 0 (m=0,1,2, ==) Ш 


т 
b, = 二 | f(x)sin nxdx = 二 | xsin nx dx 


0 





= 二 | - XCOS NX + sin =]. 


n n 0 


= пу ке пт 221 =" (п=1,2,3,-=). 
n n 


将 求 得 的 5b, 代入 正弦 级 数 (7 -9) ,得 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 
( = 1"! 


n 





f(x) =2( sin x -sin 2x + Esin 3x 一 … + sin nx 十 | 
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жт Вета 








© ге] n+l . 
=2 У ) sin nx (一 oo <х<+=;х#=+т,<+3т,). 
=l 


级 数 的 和 函数 的 图 形 如 图 12 - 12 所 示 : 








图 12 -12 


BIS 设 A 儿 x) 是 周期 为 2n 的 周期 函数 , 它 在 [ -m,nm) 上 的 表达 式 为 f(x*) = 
|x|, 将 /(x) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 . 

fe ”所 给 函数 满足 收敛 定理 的 条 件 , 它 在 整个 数 轴 上 连续 ,因此 f(x) 的 传 
里 叶 级 数 处 处 收敛 于 九 x). 

因为 x) 是 偶 函 数 ,所 以 按 公 式 (7 -10), 有 b=0(n=1,2,3,…), 而 





2; {7 2 [Г 
a, = 二 | f(x)cos nx dx =< f xcos nxdx 
Т Jo T Јо 
2 pxsin nx cos пху" 2 
s=] 再 一 一 证 ] =— (cos пт – 1) 
T n n 0 тп 


| = mal E N 
= тп 


0,п=2,4,6,---; 


а, = 二 | Ло) 2 хіх = т. 
ТГ Јо T Jo 


将 求 得 的 系数 o 代入 余弦 级 数 (7 -11) ,得 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 


Ж») =F -H со z + эүсов 3л + 357008 Sæ ++ + 
| 
сту ФЕ-1= ++) 
т_4 < | 





= 一 一 zcos( 2k – 1 =0 <x% < + ç 
2 Te ТОШ. )x (-œ <x oo ) 


在 实际 应 用 (如 人 研究 某 种 波动 问题 , 热 的 传导 .扩散 问题 ) 中 ,有 时 还 需要 把 
定义 在 区 间 10,T] 上 的 函数 所 *) 展 开 成 正弦 级 数 或 余弦 级 数 . 





根据 前 面 讨论 的 结果 ,这 类 展开 问题 可 以 按 如 下 的 方法 解决 : 设 函 数 f(x*) 
定义 在 区 间 [0,mw] 上 并 且 满 足 收 敛 定理 的 条 件 , 我 们 在 开 区 间 ( -7,0) 内 补 现 
函数 fx) 的 定义 ,得 到 定义 在 ( -7,m] 上 的 函数 (x) ,使 它 在 ( -7,m) 上 成 为 
ARROB ERO. 按 这 种 方式 拓 广 函数 定义 域 的 过 程 称 为 奇 廷 折 ( 个 延 拓 ) 
然后 将 奇 延 拓 ( 偶 延 拓 ) 后 的 函数 展开 成 傅 里 叶 级 数 ,这 个 级 数 必 定 是 正弦 级 数 
(余弦 级 数 ). НЕЕ х 7Е(0,т] ЕЕ Н Е(х) =/(х) ,这 样 便 得 到 f(x) 的 正弦 级 
数 (余弦 级 数 ) Bë JT KX. 

例如 将 函数 

ф(х) =x (0<x<7) 


作 奇 延 拓 ,再 作 周 期 延 拓 , 便 成 例 4 中 的 函数 , 按 例 4 的 结果 ,有 


© 


ВЫШ А 
х=2 У sin nx (О=<х<т); 
n 








将 p(x) 作 偶 延 拓 , 再 作 周 期 延 拓 , 便 成 例 5 中 的 函数 , 按 例 5 的 结果 ,有 
_T_4 ° 1 cos( Zh — 1 Jx <x< 
a e 2, opa АА (0<x<7). 
例 6 将 函数 


cos x, 0=x < 
fx) = _ a 
0, g 609 
分 别 展 开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 . 
解 ” 先 展开 成 正弦 级 数 . 为 此 对 函数 /(x) 作 奇 延 拓 (图 12-13). 





按 公 式 (7 -8) 有 


2 ү" ; 2 р ; 
b. = =f f(x)sin nxdx = 一 | cos xsin nxdx 
T Јо T Јо 


D EAO WEXLEEE -т,т) ERA ARR, #0) +0, WWE FO) =0. 
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т 


= [f [sin(n-1)x+sin(n +1)х]Ф 
т 0 














Е 

a 一 cos(n —1)x-— cos(n +1)х] 
т n 1 n+l б 
1 1 + 1 1 э n-l 1 Иа. 
= 一 S 一 os 
od нт er med z тоо шь] 2 т 
_ 1 2п __1 sin + 1 sin 2T 
{1 п – 1 2 n+l z) 

. nT 
= н п = sin =). 
(m ly Š 2) 


以 上 计算 对 n=1 不 适合 ,b 需 另行 计算 : 
b, =Z ла) xdx „| cos xsin xdx = 
将 求 得 的 5b, 代入 (7 -9) 式 ,得 f(x) 的 正弦 级 数 展 开 式 为 
x 1 
f(x) = L sila x +2 2 Ti 
在 端点 x =0 处 级 数 收敛 到 零 , 它 不 等 于 f(0). 
再 展开 成 余弦 级 数 . 为 此 对 函数 f(x) 作 侦 延 拓 ( 图 12 -14). 





(п = віп 57) віп nx] (0 <х<т). 





12-14 


feet (7 - 1038 


2 f 2 в 
а, = =] f(x)cos nxdx = =] cos x cos nxdx 
T Jo T Јо 


= 二 三 [eos(n — 1)х + соз(п + 1)x ]dx 
T Јо 


= 二 | ] ка. М 1 иы. 
~ т]|п-1 2 т n+l 2 т| 








0, n=2k-1, 
2 „ит! 2 ЛЕР 
= ‹ аг = на 
n(n -1) 2 A nabi. 
mT(4k -1) 
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以 上 计算 对 =1 不 适合 ,a 需 男 行 计算 : 


á, = 2 [оок dx = = а + cos 2х) dx = га 
将 求 得 的 a, 代入 (7 11) R, /(х) ЈА КАСЕ 57 
f(x) = уен» У озы (О=х=т). 


利用 函数 的 传 里 叶 级 数 展开 式 , 有 时 可 得 一 些 特 殊 级 数 的 和 ,例如 按 例 5 的 
结果 ,有 


= 


m 4 1 
|x| =5 ас 2 ar ea) (-т<х<т), 
在 上 式 中 令 x=0, 便 得 





2 


Š i й 
2, (26-1) 8° 


k=l 








设 
l I 1 
c=l+—+—+— +: +— + 
2 3 4 n 
l т 
у =] +==+ =] 
3 5 (27 -1) 8 
l 1 1 l 
O, = ж-ы SPS s 3 
2 4 6 (2п) 
m mt ama as Se 
n 
因为 
_ 0 _ G tO, 
maT g 
所 以 
aL о TTT 
> Ba 24” ' 2 8 24 G’ 
X 
29 Жл т 
оз оре алы», 
2) Яй 12-7 
1. КЛ РА К /( х) АЛА A 2т ‚1% ОЛЕ ЛЕА ПП О ОХ) ТЕ -т.т) 
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上 的 表达 式 为 : 


) f(x)=3x +1 (-т<х<т); (2) х) =e” (-т<х<т); 


bx, -т<х<0, 
(3) /(x) = А 
ах, 0<x<T (a,b УЖЖ, H a>b>0). 


2. 将 下 列 函 数 f(x) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 : 
-т=х<0, 
(1) f(x) =25іп — (-т<х<т); ло) =] 
3 1, 0<x<7. 
3. ЗР (х) = соз —- ( - T< x< =) Jë JF pü E ПЕ 9. 


4. z f(x) E J8] BH 2т ОЈ И] РЕЖ, ЕЛЕ т, т) ЕК 


п т 
=- -т<х< -—, 
2 2 
f(x) se 
x x 2 Š 7 
T T 
БЕ, у <x<w 


将 /(x) 展 开 成 传 里 叶 级 数 . 
5. 将 函数 /(x) = + (Оут) ЕЕЕ ИО. 
6. 将 函数 /(x) =2x”(0<x<7) 分 别 展开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 . 
7. 设 周 期 函数 /(x) 的 周期 为 25. 证明: 


- f(x) ҮЛ) /( x) WJ ҤЕ nl R йа, =0,а„ =0,b;, =0 (k =] ,2，…) ; 
,… ) . 


(1) # /(х-т) = 
(2) ) Ж f(x — m) =/(х) W Ax) J In £ а, =0,by,1 =0 (k=0,1,2 


第 八 节 ”一般 周期 函数 的 傅 里 叶 级 数 


、 周 期 为 2/ 的 周期 函数 的 傅 里 时 级 数 


上 方 所 讨论 的 周期 隧 数 都 是 以 2т 为 周期 的 ,但 是 实际 问题 中 所 遇 到 的 周 
ИЯ РЕЖ, ЕЛДА — e 2т. 例如 上 节 中 提 到 的 矩形 波 ， 它 的 周期 是 了 = 27, 
因此 ,本 节 我 们 讨论 周期 为 2! 的 周期 函数 的 傅 里 叶 级 数 . 根据 上 节 讨 论 的 结 


经 过 月 变量 的 变量 代 换 ,可 得 下 面 的 定理 : 
定理 ” 设 周 期 为 2 的 周期 函数 /(x) 满 足 收敛 定理 的 条 件 , 则 它 的 傅 里 叶 级 


数 展开 式 为 





а, рах TX m 
f(x) => + 2 (acos 77 + busin si (x< CG); (8-1) 
п= 1 А 4 
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其 中 
a, = Lf fs) cos пт, (аба): 
b, = L [fsin 4 (nj 3 3. as y, 
afa A 00970) +08701], 
X f(x) AFAR, 
а) = mE Izet 
其 中 
-2 [| fex) sin па, (n=l,2 Bye). 
当 f(x) A10 A R, 
Ka) =s acos 1 (ЕС), 
нф т 





-了 | Aa) eos at Zde (m=0.1 2...) 


证 作 变量 代 换 z= 也 ,于 是 区 间 - I< x< 1 nË f - т< 


(8 =2) 


(8 =3) 


(8-4) 


(8-5) 


(8-6) 


z< т. У В 


数 f(x) == =. = Е( х) ,从 而 F(z) 是 周期 为 25 的 周期 函数 ,并 且 它 满足 收敛 定 


理 的 条 件 ,将 F(z) 展开 成 傅 里 叶 级 数 


F(z) = 好 + > (a cos nz +b sin nz), 





其 中 
а, = 二 [ Е( г) wus нобе, b, = 二 Г. (зеі ләй. 
ЕШ ЕЗ се, EBE] F(z) =/(*) ,于 是 有 
f(x) =" + > (acos PTE 4 bsin р 
而 且 





a, -了 了 LA x)cos Te, Ф -了 | f x)sin = 
类 似 地 ,可 以 证 明定 理 的 其 余部 分 . 
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例 1 设 /(x) 是 周期 为 4 的 周期 函数 , 它 在 [ -2,2) 上 的 表达 式 为 
0,—-2=x<0, 
se (常数 及 关 0). 
# f) 展开 成 傅 里 叶 级 数 ， 并 作出 级 数 的 和 函数 的 图 形 . 


解 这 时 /=2, 按 公式 (8 -2) 有 





= 了 hcos de = | ып si =0 (550); 
al odri f hdx =h; 


2 


-Ef hsin с = | _ й ii 











= 1 (1 -cos nm) = aa i 
1 
0,n=2,4,6, 
将 求 得 的 系数 a b 代入 (8 一 1) 式 ,得 
_Һ ВГ. mx 1. 3mx 1. Smx l . (2п-1)тх 
fr) = + (sin 2 + 900 3 t 7 十 tn sn 2 + | 


(= о <x< +оо ;xZ0, +2, +4,...) 


ЖОС ИП РЕ АЈА 12 - 15 所 示 . 





图 12-15 


例 2 将 如 网 12 -16 所 示 的 函数 





分 别 展 开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 . 
解 1W(z) 是 定义 在 10, 外 上 的 函数 ,要 将 它 展开 成 正弦 级 数 ,必须 对 M(x) 
进行 奇 延 拓 . 按 公 式 (8 -4) 计算 延 拓 后 的 函数 的 傅 里 叶 系 数 
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2. „пах 
b, = 地 | М(х) зіп 一 dx 








1 
2 [2 рх. NTxx. 'p(l-x) . птх 
= | z sin п dx + 人 J sin а]. 


І 
对 上 式 右 端 的 第 二 项 , 令 t=l-x, 


D; = р fÑ xsin F + | tsin 一 de) | 


2 








l 1 
Втр тт, hl Й о. Mmi 
= Ë xsin — dx +( -1) | tsin = de]. 
"n =2k 为 偶数 时 ,by =0; 4 п =2k- 1 为 奇数 时 ， 








2p (т, (2&Е-1)тх 2р1 . 26-1 
b. =° | xsin 7 e= jin z T. 

_2pl( =1) 

(2k-1) n 


将 求 得 的 名 代入 (8 -3) 式 ,得 MGz) 的 正弦 级 数 展开 式 为 


= peg 到 
М(х) -E у ыз din te 1 


> Š О<хх/). 
її 1 2-1) l | 





FER M(x) 的 余弦 级 数 展开 式 . 为 此 对 М(х) ТЕЙ ЖЕП, PE JEH ШЕП. 注意 
到 延 拓 所 得 周期 函数 的 周期 为 4, 知 M(x) 可 展开 成 周期 为 1 的 余弦 级 数 . 按 公 式 


(8 -6) (将 (8 -6) 中 的 1 换 成 亡 ) 计 算 傅 里 叶 系数 ， 


l П 
= x 4 r° p 2 nT x 
a -了 | Мей сов АШ ды а Í РХ оё най 
É l Jo 1 № 2 




















І з. 
_2рр Í 297% + 1 сов 2 П® т 
4 [55% 1 [к= ` 4 |, 
pl 
==, hal, S ss, 
= р! бени) п? л? 
2n т 
0, п= 2,4,6, :°. 
1 
_ 4 (рх, pl 
“з= | шр ы 
将 求 得 的 a, 代入 (8 -5) 式 ,得 
M( x) =й -十 y І сов 2020-1978 (О=х=1/). 
8 т бл (26-1): l 
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第 八 节 一 般 周 期 函数 的 傅 里 叶 级 数 





二 、 傅 里 叶 级 数 的 复数 形式 


传 里 叶 级 数 还 可 以 用 复数 形式 表示 . 在 电子 技术 中 ,经 常 应 用 这 种 形式 . 


设 周 期 为 2/ 的 周期 图 数 败 zx) 的 傅 里 叶 级 数 为 
十 (а. “ж +b зїп 296 


2 ç L J 
其 中 系数 a, 与 b, 为 





п= 1 














a, = 本 | fx) cos "79а (n = 0,1,2, 
Í ү” птх 
b = 7] f(x)sin j dx (љ = 1:2:3; 
利用 欧 拉 公式 
cos t = ‚ SIn L = — s 
21 


把 (8 -7) 式 化 为 








а, +b 








即 得 传 里 叶 级 数 的 复数 形式 为 


为 得 出 系数 c 的 表达 式 ,把 (8 -8) 式 代 和 人 (8 -10) 式 


48 
s F 


(8-7) 
(8—8) 
(8 =9) 
(8—10) 
(8-11) 


* J29 š 


第 十 二 章 ”无穷 级 数 














=H- А, Р(х) сов aa -二 人 Кх) віп" 


= f (c0 T sin Te 


Í y Бары 
=z], f(x)e ах (п=1,2,3,---); 


ТХ dx | 


a, +b i = 7 РЕ 
баж -Lf fajet х (п=1,2,3,:--). 


ЕРИНИ ж 
с -二 | Aae ах (п=0, +1, +2, :--). (8-12) 
这 就 是 傅 里 叶 系 数 的 复数 形式 . 
傅 里 叶 级 数 的 两 种 形式 本 质 上 是 一 样 的 ,但 复数 形式 比较 简洁 , 且 只 用 一 
算式 计算 系数 . 
例 3 把 宽 为 7、 高 为 凡 周 期 为 了 的 矩形 波 ( 图 12 -17) 展 开 成 复数 形式 的 
傅 里 叶 级 数 . 











Т Т 
0, — St < T7’ 
T T 
у == -—<t<—, 
и(ї) =4h, =з 
T T 
0, з= 
按 公式 (8 -12) 有 
1 мы Dnne 
=7 | u(t)e т'ф = Lf” a iy 
-Т/2 
= пт, q 7°? 
= сет Кори (е +1,+2,—), 
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总 习题 十 二 





1 T72 1 т/2 hr 
osy |, ede = 了 | hds, 


将 求 得 的 с, 代入 级 数 (8 -11) ,得 
ult) = РА h Y l sii NTT 


T <, n T 








-æ <t< + изат ауп =0, +1, 22y); 


习 题 12-8 


1. 将 下 列 各 周期 函数 展开 成 侍 里 叶 级 数 ( 下 面 给 出 函数 在 一 个 周期 内 的 表达 式 ) : 


(1) fx) =1- 2 en 


x -1=<x<0 
Oz ab. 
(2) A(x) = Бла. 
-1 3-01; 
p 2x+1, -3<х<0, 
(3) Жа) = 
1. OSyp e3: 


2. 将 下 列 函 数 分 别 展 开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 : 


x, jara 
(1) Ках) = | (2) /(x) =x (0<х<2). 
1-х, 村 xz 友人 


3. 设 几 xz) 是 周期 为 2 的 周期 函数 , 它 在 [ -1,1) 上 的 表达 式 为 /(x) =e. 试 将 /(x) 展 开 


成 复数 形式 的 傅 里 叶 级 数 . 
“4. 设 u(4) 是 周期 为 7 了 的 周期 函数 .已 知 它 的 传 里 叶 级 数 的 复数 形式 为 (参阅 本 节 例 题 ) 





hr h < 1 пат Pm 
и(1) === + 一 sin ет ( -œ << +e ) 
T 9 n T ý 


n#0 


试 写 出 uC) 的 传 里 叶 级 数 的 实数 形式 ( 即 三 角形 式 ). 
总 习题 十 二 


1. 填空 : 


(1) 对 级 数 》 ws limu, =0 是 它 收 敛 的 条 件 , 不 是 它 收敛 的 条 件 ; 


n=l 
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第 十 二 章 ARK 





(2) 部 分 和 数列 | s,| 有 界 是 正 项 级 数 》 и, 收敛 的 条 件 ; 
(з) 若 级 数 У u, 绝对 收敛 , 则 级 数 》 u, 必定 ; 若 级 数 У u, 条 件 收 伍 , 则 级 


数 Х | u, | 必定 

2. 下 题 中 给 出 了 四 个 结果 ,从 中 选 出 一 个 正确 的 结 

设 f(x) 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 , 它 在 [ et |x|, 则 (x) 的 傅 里 叶 级 
数 为 ( ). 




















(А) a -H cos РКЕ ЗЕР 3x e a Sx 十 … PE. ОИБРИН У -1)х + | 
2 т 3 5 (2n-1) ° 
(B) a 2x +246 4х + = —узш бх + … + zsin 2na + 
2” 4° 6° (2n)° 
(C) | к cos 5x + · aapea | 
1 1 1 
(р) з: — cos 2х + — cos 4х + — cos бх +. Соз 2nx +: | 
9? 4° 67 оп)? 
з. 判定 下 列 级 数 的 收敛 性 : 
ncos? 21 
S (n!) ЫГ 
(1) (2) > == (3) > 
È 0 = 20 azl 2 
(4) Уң ше! (5) У & (a>0,s>0). 
п=1 П 


4 设 正 项 级 数 > u, 和 2 ”都 收敛 ,证 明 级 数 У (и, +.) URA. 


х. зин У u, KA lim 上 =l тае Y o, Женд? 试 说 明理 由 


1 п n=1 


6. 讨论 下 列 级 数 的 绝对 收敛 性 与 条 件 收 敛 性 : 








ë © sin 
DPA t= Na (2) F ap t, 
че п n=1 
@) У (ен, 人 
n pea n 
7 求 下 列 极限 ， 
. 1 < 1 ja ? Ëy: о ош КЕЕ 
У (2) lim[2% + 49 - 83 < —- + (29) 551. 
求 下 列 宕 级 数 的 收敛 区 间 : 
пу ® “Тә, о) > [ai] =" 
| n STi n 
зу F ptas] Ey 4) УЛ, 
( у 2, абаж ) ( ) 2, r” 
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总 习题 十 二 





9. 求 下 列 客 级 数 的 和 函数 : 


< =L ara 
(1) хы en l э» ) ， 
i 


n=1 


(3) > п(х-1)"; 


п=1 


10. 求 下 列 数 项 级 数 的 和 : 
(y 27 
a I 


11. 将 下 列 函 数 展开 成 x 的 寡 级 数 : 


(1) nirt vx +1): 


k k ы, 


` (45 ` 


= n(m+ 1) 


= А n+l 
(2) 2, (-1) ЫТ 


1 


2) ——— 
( с=ш=, 


12. 设 /(x) 是 周期 为 275 的 函数 , 它 在 [ -т,т) ЕАК 


将 /(x) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 . 
13. 将 函数 


分 别 展 开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 . 


xe[ -T,0), 


a 
a 


е, xwe[0,mT). 


р ‚ Oark, 


0, А<х=т 
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习题 8 -1( 第 13 页 ) 


l. 5a -11b +7c. 


D. Z = -人 
4. (1,-2,=2),(-2,4,4). 
6 7 буы 6 7 6 
5. [iris 0) г r) 
6. А: ІҮ, В: Ү,С:М,0: Ш. 
7. АФ xOy TL F. В Е yOz Iñ F.C HE xz Е, D f y Г. 
8. (1) (a,b,-c),( -a,b,c),(a, -b,c); 
(2) (a,-b,-c),(-a,b,-c¢c),( -a,-b,c); 
(3) ( —a, -b, -c¢). 
9. xOy 面 :(xo,yo,0) ,y0z 面 :(0,yo,zo),xzOz 面 :(xo,0,zo); 
x 轴 :(xo,0,0),y 轴 :(0,y,0),z 轴 :(0,0,zo). 
10. Юй. 





11. (Pe.0.0), [ aoo). [0 a.o), (о. 2.0]. k 


2 2 
М2 (2, V2 
| -Ge,0,0) 0.) (о, аа). 
12. x ҢҢ: V34, y HH: 41, z 1:5. 
13. (0,1, -2). 
14. Hé. 
КУРДЕ 1 JA] ae 2m 3 T 

15. 模 :2; 方 向 余弦 : 2, =F z A WJ: з 
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习题 答案 与 提示 








16. (1) 垂直 于 x 轴 ,平行 于 yOz 平面 ; 
(2) 指向 与 y 轴 正 辐 一致 ,垂直 于 xOz 平面 ; 
(3) 平行 于 z 轴 ,垂直 于 xOy 平面 . 

12; 2. 

18. А( —2.3.0). 

19. 13,7). 


习题 8 -2( 第 23 页 ) 


3 
2 Т 


⁄/N 
1. (1) 3,Si+j+7k; (2) -18,10i+2j+14k; (3) cos(a,b) = 





N 
l 
|> 


l 
3, #— (Bi 2 e2) 
V17 


4. 5 880 J. 

5. |F, |x sin Ө, = |F, |x,sin 6,. 
6. 2. 

T. À =32д. 

8. Hg. 

9. (1) -8; -24k; (2) -j-k; (3) 2. 
10. VD 

"11==12. M. 


习题 8 -3( 第 29 页 ) 


1. 3х-7у+5:-4=0. 

2. 2x +9y -6z -121 =0. 

3. x - Зу -2z =0. 

4. (1) y0z W; (2) 平行 于 x0z 面 的 平面 ; 
(3) 平行 于 z 轴 的 平面 ; (4) 通过 z 轴 的 平面 ; 
(5) 平行 于 x 轴 的 平面 ; (6) 通过 y 轴 的 平面 ; 
(7) 通过 原点 的 平面 . 

1 2 2 
5. 333: 
6. x+y-3z-4=0. 


. 331 · 








Te (1 „—1,‚,3). 
8. (1)у+5=0; (2) x+3y=0; (3) 9y -z -2 =0. 
9. 1. Ë 


习题 8 -4( 第 36 页 ) 


x-4 _y+l z-3 


1. = Я 
2 l 5 








й=1 —32ї, 

gon = = = ， (y=1+t, (i 为 任意 常数 ). 
z=] +3t 

4. 16x – 14у – 112 -65 =0. 








5. cos @ =0. 
6. W. 


x _y=2 _a=4 
-2 3 1 


8. 8x -9y – 222 – 59 = 0. 
9. op =0. 
10. (1) 平行 ; (2) 垂直 ; (3) 直线 在 平面 上 . 


ll. x-—y+z=0. 


7. 





= 
= 


17х +31у – 372 – 117 =0, 
өйүм. =0. 
16. MÉ. 


习题 8 -5( 第 44 页 ) 


1. х +y +z -4x – 2у +4: =0, 球 心 为 (2,1, -2),R=3. 


2. x? +y +2? -2х -бу +4: =0. 
з. 以 点 (1, -2, 1) 为 球 心 ,半径 为 /6 的 球面 . 


= 332 » 





22 А 4} = 
4. [* +37] +0010) 2) -TE CRR RON -5,- | 


PTE 
半径 为 二 V29. 
5, у? +Z = 5х. 
6. x° +y +2? =9, 
7. 8 x ҢҢ :4х -9(y +22) =36,2 у й :4(х2 +22) -9y = 36. 
8—9. Е. 


10. (1) хОу ЗТ ЕВО +% = 1 绕 w 轴 旋 转 一 周 ; 


(2) xOy 平面 上 的 双 曲 线 妆 -并 = 1 绕 ) 轴 旋 转 一 周 ; 


(3) хОу тїт ЕАО х -y =1 绕 x 轴 旋转 一 周 ; 
(4) уб: 平面 上 的 直线 z=y+a 绕 z 轴 旋转 一 周 . 
注 :本 题 各 小 题 均 有 多 个 答案 ,以 上 给 出 的 均 是 其 中 一 个 答案 . 
11—12. . 


习题 8 -6(% 51 页 ) 


1—2. K. 

3. 母线 平行 于 x 轴 的 柱 面 方程 为 37” -z =16, 
母线 平行 于 y 轴 的 柱 面 方程 为 3x” +2z = 16. 

Е -2x +7 =8, 


z = Ü. 
х = —cos t, 
V2 yzl +З cos Ө, 
РРР РУТЕ Р + р-де 0, (0=0=2m). 
№ 2=0 
z = 351п t 
х +y =Q, у =asin —, x =асоѕ —, 
6. | b b 
ки, x=0, у = O, 


2. 8 5 а 
7. х +y <ах;х +z Sa ,x>0,z>0. 


8. x +у <4,x <z<4,y <z<4. 
总 习题 八 (第 51 页 ) 
1. (1) М(х-х„,у -Yoz 20) ,OM = (x,y,z); (2) ЖШ; (3) 3; (4) 36. 
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习题 答案 与 提示 





2. (1) (А); (2) (B). 
3. (0,2,0). 
4. V30. 


T I 


== L. = l 
5. À =c+-a,BE=a+b,CF =b +. 


2 
6. W. 
1 


11. 30. 
12. (14,10,2). 
13. c =5a +b. 
14. 4(2-1) = (х-1)? +(y+1).. 
х= 0, а =й, 
ТОПЕ (251 дё уй 
РЕЧ 9 36 ' 
% = 0, m s=), m 
(3) z 轴 ; (4) 4 , у x 
| z ael, 


16. x+ V26y+3z-3=0 或 x- y26y +3z -3 =0. 
17. х+2у +1 =0. 


+l y _т-4 
16 19 28` 








I 
19. [0,0„—. 
(9.0.5) 


20. 2=0,х° +y = х +у;х =0,2у° +2yz +Z -4y-3z+2=0; 


y=0,2x +2xz +z -4x -3z +2 =0. 


21. 2=0,( 1)? + «1; =0,| 7-1) +y 1,2205 =0,х<г< Vax 


22. Mí. 
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习题 9-1( 第 64 п) 


1. (1) 开 集 ,无 界 集 , 导 集 :R ,边界 :|(x,y) |x=0 或 y=0|; 
(2) 既 非 开 集 , 又 非 闭 集 ,有 界 集 , 导 集 :| (х,у) |1<х жуа), 
边界 :| (х,у) |х +y =1} 0 1 (х,у) |x +y =4}; 
(3) ЖЖ, КЫ, ЯЕ, Е: | (х,у) | yx | ,边界 :| (х,у) |y=x |; 
(4) 闭 集 , 有 界 集 , 导 集 : 集 合 本 身 ， 
边界 :| (х,у) |x +(у-1)%=1} (х,у) |x +(y-2) =4}. 





2. Р(х,у). 
3. K. 
4. (x +y)” + (xy)? 
5. (1) {(x,y) |y -2х+1>0}; 

(2) |(z,y)|x+y>0,x-y>0]; 

(3) {(х,у) | х20,у20,х° =y}; 

(4) | (x,y) |у-х>0,х20,х° +y <1}; 

(5) { (x,y,2) | т <x +у +22 = А? |; 

(6) | (x,y,z) | +y -z=0,x +y #0}. 
6. (D1; (2) mn2; (3) -4s (4) -2; (5)2; (6)0. 
`7. HZ. 
8. | (х,у) [у -2x =0}. 
`9. 提示: | xy | е4 
10. ж. 
习题 9-2( 第 71 m) 
|. (1) 2 =. 2 -3xy ; 

дх ду 
Qs ] 0 gs 1 и 
2) 2 = = = 一 -一 ; 
Ка) ди v и?’ до u v’ 


д2 


1 1 
Ox 2% /'1п( ху) ; ду 2y V In( xy) ' 





(3) 


“335 · 


习题 答案 与 提示 



































(4) 92 y[ cos( xy) -sin(2xy) ] ， 92 =x[cos(zy) -sin(2xy) ] ; 
дх ду 
2 
(5) а.с. = z „82, 
y y у y 
(6) a L aa t. 22 (тлу аб +) + |а 
дх ду 1 +ху š 
(7) Өн ы Y a йш. L 1а х, de -xr ln x; 
OX 2 ду z д2 7 
(в) S287 ди_ alay 
дх 1+(х-у) əy 1+(z-y) 
ди _(x-y)'In(x-y) 
ðz l+(x-y)” ° 
2—3. Е. 
4. 0,1) =1. 
5. 二 . 
4 
д°: 5 аш д4 2 。 0z 
6. (1) -一 =12x -8y ,— = 12у -8x ,一 一 = - 16ху; 
( Де a U” SS ашу, ху 
(2) 92 _ 2ху „Же, Е 2ху д? = u yor . 
дх? (x +y)? ду? (x° +y )° дхду CES DH 
д: a 2 9 xz x3 z z-i 
3 = у • |у, =x(x-1 ， =y l +xln y). 
(3) л у ®шр x(x-1)y por (1 +xln y) 
7. Fa 00,1) 52, fa C 0,2) =2 F (0, —1,0) =0 fa (2,0,1) =0. 
8 z _ д _ À 
| gx ду Y дхду* у 
9. Ж. 


习题 9 -3( 第 77 页 ) 


x 


(3) -——— (yú -xdy); (4) yzx” dx +2 + ln хау + yx)” + In хаг. 
(x +y) : 
2. 了 dx +24. 
3. Д: = – 0. 119, dz = -0. 125. 
4. 0. 25е. 
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习题 答案 与 提示 








5. (A). 

“6. 2.95. 

“7. 2.039. 

"8. —5 cm. 

“9. 55.3 ст. 

* 10. 0.124 cm. 

“11. 2 128 m°, 27.6 m°, 1.30%. 
*12— 13. ЩЩ. 


习题 9-4( 第 84 页 ) 























д2 д2 
1. 一 = — = 4y. 
дх ду ? 
2 2 2 
2. бг AA ае. + Зд >, ШЕ 2 (3х – 2у) zs ИНЕ 
Ox (Зх -2y)y д y (3x -2y)y 
ые Р ЧИ!" ). 
是 3(1=4F)5 | 
Vl —(3%—4)°* 
l +x е” 
6. e”sin x. 
7. Ж. 
8. (1) E= 2af +уе?/,, 94-2, +хе“/%; 
дх ð 
1 ди x 1 ди y 
y = , 二 , , 三 КР, 
( r уў! д аЛ» afa; 
gu P , 
(3) асарт tf; tyd), аб наба taafi, Se= хуу . 
9—10. K. 
a'z д°: 
11. = =2{' +4 ‚ —— =4xyf” 2222 4y f" 
E f’ 4 f" т. ray yf", /' +4y f". 
* Т9 (1 dz 2 en n 2 п ” 
: ы ТЕ еня +/% ), а др» зун, +23 
9 2 ” 2 / Í „5 д?2 x n 1 ” la 
(2) T u + па, ау 7 了 12 ya] -fs 
„8 2 
л 2х, ap 
а. 2 Йе + py 22 ; 
ду y y 
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习题 答案 与 提示 








2 











9 z 4 3 2 3 
(3) s 20% +y fu +4ху f'a +4х y f, 
əz 
` 3 3 2..2 
эхәу “22/1 +2472 tay Sn H +5? y fi, 
0 z 
L +r y fu tA yf ta fi 
əz 
(4) L L -sin xf + cos xf", +2e’'’cos af", кеу", 
x 
Oz 
x x+ x+y + 2(x +y 
бй ЭУ; — cos xsin yf, +e" cos Аў, —е sin у +e" fr, 
9? 
2 + x * .` £ Vx *+ y 
"ше — сов f; + sin 2e sin fs + eY, 
Y 


"13. K. 


习题 9-S( 第 91 页 ) 


j y? =e 

` cos у 一 2xy 

z Aty 
х= у 


3 д2 _ yz- /хуг д2 _xz-2 VXyz 

дх \/хут — ху, ду хуг -xy 
0z z д2 _ г? 
Ox x+z ду y(x +z) 


5—7. W. 


2y ze’ — 2xy`z — y z e 


4. 











`8. - = 
(е xy) 
:9 z(z -2xyz -x y ) 
I (z – ху)? | 
10. (1) dy _ x(6z+1) dz x 





dx C 2y(3z+1) dx 3z+1° 








dx y-z dy z-x 

2 三 = : 

(2) dz x-y dz x-y’ 

(3) oun —ufi(2yg; -1) -f; * 1 
Әх (sf, -1)(2yg; -1) -f; "а" 
м gif’ жауу -1) 





ax (af; -1)(2ye’ -1) -feg 
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习题 答案 与 提示 





l 








ди sin v ðu — cos V 
(4) = 


Ox e"(sinzu—cosn) +1 ду e“(sinv-cosv) +1’ 





ðv cos v-e" ðv sin v +e" 





ox uļe"(sin v — cos v) +1]’90y uļe"(sin v-cosv) +1] 


1. H. 


习题 9 -6( 第 102 页 ) 


1. 


2 


H. 
.(1) s =i+2j+2k,a, =2), 


v(t) | = /5 +42; 
(2) v = -2i +4k,a,= -3j, |v (t) | = V20 +5cos t; 


(3) mW =1+2] + К,а, = = 3+2) +k, |v 00) |= бй жт т» 


Eea 
š 2 _y-1 z-2V2 
。 切线 方程 : 1 == 1 = Z ? 


法 平面 方程 : x+y +2 = +4. 




















РЭР > 
.切线 方程 : 二 =7=^ = 和 ,法 平面 方程 2x -8y +16z -1 =0. 
š 切线 方程 : 
m l 
Yo 22, 
БЕЗЕТ, -m в (у=) o= lama b еб, 
Уо 28, 


.切线 方程 : 1 s2 = 二 ,法 平面 方程 16x +9y -z -24 =0. 














І L І 1 
D —= и D S a 4 есы» 
' P (=l ЛЫ = 27): 
х-2_у-1 
， 切 平面 方程 : x +2y -4=0, 法 线 方程 : | l 2 ° 
z =0. 
， 切 平面 方程 :oxox + byoy + саг = 1 ,法 线 方程 : 一 = 一 人 = 一 人 
ах, by, cz0 
10. 切 平面 方程 : x-y+2z= + ">: 


. 339 - 











12—13. i 


1. 


1 +23. 


。 Xo 十 yo +20. 
. grad f(0,0,0) =3i-27 -6k, grad f(1,1,1) =6i +3). 


略 . 
l 


10. 增加 最 快 的 方向 为 n = ,方向 导数 为 V21; 


习 


1. 
2 
3. 


4. 


减少 最 快 的 方向 为 -aa т. -2i +4] - k) ,方向 导数 为 Ç 


题 9-8( 第 121 页 ) 


(A). 
极 大 值 :f(2, -2) =8. 
极 大 值 :f(3,2) =36. 


| 当 两 直角 边 都 是 时 ,可 得 最 大 的 周 长 
， 当 长 . 宽 剖 是 于 ,而 高 为 了 YE 时 ,水 池 的 表面 积 最 小 . 
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⁄21. 


习题 答案 与 提示 





8 16 
8. [Жз]. 


9. АЕ: 


及 时 , 绕 短 边 力 旋转 所 得 圆柱 体 的 体积 最 大 . 


š 2 У 
10. 当 长 $ .高 都 是 到 时 ,可 得 最 大 的 体积 





B 
ll. 最 大 值 为 V9 +5v3 ,最 小 值 为 V9 – 5 43. 
12. 最 热点 在 | --4-, 2) ,最 冷 点 在 (到 ,0 
13. 最 热点 在 | а - 5, sah 


“习题 9 -9( 第 127 页 ) 
1. f(x,y) =5 +2(х=1)°- (х= 1) (у+2) = (уФ2)°. 


2. e'ln(] +y) =y+>r(2xy- y) + -(Зату - Злу? +2y') + R, ЖФ А, = 











Š 4х?у 6x°y° 8xy`° бу“ 
(1 + 0у) + = z+ 0 l 
lt nrar a | 1040800 
3. sin ysin y La x-2 +2 -了 |- 
ыда z| 4) (> 4 
l т т т my 
allea] aeeie 
А 2 
т ; T T 
其 中 R, = -Hf cos ésin ДЕ is +3sin gcos n(x -7 | -| 


w 


3cos ¿sin n(x- 4117 -下 + sin cos п) ү 
Н ан тет +[у=т) (О <0<1). 


4. х =] + (х1) + (х1) (9-1) +--(х-1)%(у-1) +, 


11°, 1053; 


Lonel 


5 e” =l (ау) t лужу) + ж +Cx yte +y") +R,, 


Ө(х+у) 
е 


ЖР R, = U +С лау же +y"). 0<b<1 
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VJ 
Ei 
1% 
№ 
JT 
EF] 
l! 





“习题 9 -10( 第 132 页 ) 


1. 0 =2.234p +95. 33. 


n n n 
4 3 
а у. x +b > xí +c > xí = r 
i=l i=l i=1 i= 
n n n 1 
2 
2 a > х+Ь > xi +c x= Уй 
i=] i=l i=l i=l 
n n n 


总 习题 九 ( 第 132 页 ) 


1. (1) 充分 ,必要 ; (2) 必要 ,充分 ; (3) 充分 ; 


2. (C). 


З. |(x,y) |Ü<% +y <1,y <4x|, 2 

















3 
În = 
" 4 
`4. Е. 
3 
SE МӘБ 73 x +y 0, 
5. f(x,y) =i (x +y) 
0, x +y =0; 
2 Z. B 2 
х ка — 1, x жу? 0, 
f(x,y) = (б жу) 
0, а? ty =й, 
2y E l 
6: y р. — y. бас „ 了 
Qx х+у ду x+y Ox (x+y) 
д°: _ 2y gz 2(x-y) 
дхду (x+y) ay (x+y) 
д: -i д2 д: y=2 
2) — Y” —=x=]nx,-——=y(y=1)x” ， 
( Де» ух m E y: 
8z y-1 д°: y 2 
= х l + уіп x), — =x (1а x) `. 
тети х (1+ушх) зу? ( 
7. Az=0.02, а =0. 03. 
"8. HÉ. 
du у-1 , y , 
9. u Ф (1) +x ln x (t). 
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(4) 充分 . 


习题 答案 与 提示 








19. 
20. 








дн + , $ ы 
дё ðv дш дт ди дш 96 дш ðv 


2 


д2 д2 дг 0z д2 д2 д2 д2 Ж д2 











ČE тезу, +e уб, tref ye 

дхду š ) 
. 8 = (pes u—usinu)e “, de (peas arsin v)e™". 

дх ду 

x =a, р 
切线 方程 | 法 平面 方程 ay + bz = 0. 
Бу -az=0; 
x+3 у+1 z-3 

. м =] = = 8 

(_%,—1,3),» ] 3 | 

а | LT оу бт (3) g-3TpIT 
í ета, (1) = ‚ (2) 0 = 1° (3) 0 = 1i . 
ди _ 2 

ðn 

a 
4 3 35 
|= 5 0) 
а b c V3 
HJ E с A lg V = abc. 
(ERA min а 


4 р, =80,р, = 120 时 ,总 利润 最 大 ,最 大 总 利润 为 605. 


(1) g(xo,yo) = V5xo +5у2 - Bxoyo; 
(2) 攀岩 的 起 点 可 取 为 M,(5, -5) 或 M,( -5,5). 





第 + =ë 


习题 10 -1( 第 139 页 ) 


]. Јес.) ао. 
D 


2. 


I, =41,. 


3. M. 
4. D=}|(x,y) |2x +y S1}. 


(1) f +y) doa [| (х +y)’do; (2) | (+) doa | (х +y)’do; 
D D D D 


(3) Ј" (x +y)de> | [n(x +y) ] do; 
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习题 答案 与 提示 





4) г (x +y)] dc 三 [тоб +) ао. 
р р 
6. (1) 0</<2; (2) 0=/=тп; (3) 2</<8; (4) 36т</<100т. 


习题 10 -2(% 156 п) 


8 20 3 
1. (1) з? (2) =š (3) 1; (4) ГЕ 

0 04 ЕГ 13 
2. (1) ss; (2) Ts; (3) е-е; (4) < 
3. Е. 


aof е ка 
Df ae f Ка, yaya | Г буу) de 
of dx sas] s [rena f dy | fx) dx; 
a) f af MR Das f, af s о, у)Чу + 
[, + у, Das [| af fo, y)dy 
或 | "e fa, dre |, a = fe) d+ 


f, arf T fa, ›)4х+ f, Df fla, у) dx. 
5. . 
6. (1) [| dx T of и еи 


o f, af "Rapin wf af СӨ Дк ya 
(5) ра х,у); 


(a поа [a| fn) 


| v| p 





10. 


11. 


"21. 


“22. 


(1) [ ao Í f(pcos 0,psin 0)pdp; 
5 2соѕ 0 

(2) е do [| Г рсоѕ 0,psin 0)pdp; 
эт b 

(з) [аө [ flpeos 0.psin 0)pdp; 


:os Ө+вїп Ө) =! 


т t 
(4) Í do f fl pcos 0 ,psin 0)pdp. 
0 0 


a sec Ө = К" | 
. (1) | 40 |, flpeos 0 ,рѕіп 0)pdp + Í do | f(pcos 0,psin Ө)рЧр; 


4 


F 2sec @ = | 
(2) É ы | /\р)рЧр; (3) | do f f(pcos 0,psin 0)pdp; 


s b+sin Ө) -1 


8 


(4) y аө | ; f(pcos 0,psin 0)pdp. 
sec btan 0 
3 


. (1) Tas; (2) Fa [VZ +(1 +/2)]; (3) v2 -1; (4) ута". 


З (1) тп(е-1); (2) 2022-10): G) Zm. 





9 т 4 2 3 3 
1) =; 2) =—(т-2); 14а ; — -a ). 
(1) 45 (2) ta ); (3) l4a°; (4) mb а?) 
та 
40" 
lp: rctan k 
зка 1 
3 4 
3914 · 
i 7 e-l 
Еу. а: 
(1) уз (2) x n 2; (3) E 
(4) J Tab. 提示 : 作 变 换 x = арсоѕ 0,y=bpsin Ө. 
, (1) 283; ay L, 
8 
н. 
(1) Ж; (2) ж: ЕЗИ x = аш — bv _ bu + a 





* Y Е 


. 345 + 


习题 答案 与 提示 





习题 10 -3( 第 166 页 ) 








о) f af af, 


(4) (A =a y. 


1. (1) [ а Ао) 
ар лоо 
(4) L аз Г [Аааа 

2, > 

3. W. 

4. ы: 

5. pl 

ЧЕ: 

7. 0. 

8. ЕЕ 

9 (йт, (2) 1, 

10. 0) $5; (2) L na, 

п. (i з (3) вт; 

12. (1) 21; ` (2) nma; (3) з 

"13. “та 

14. 842-7 

6 
` 15. krki. 


习题 10 -4( 第 177 页 ) 


1. 


2a (m -2). 
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fx: y 2) йз; 





14. 





2. Am. 
3. 16R°. 
> 3 = 3 = - 4b - b һаа? - 
I С РБЕ ON = ты =— у=0). 
4. (1) x 5 05 7 8 70? (2) х 0, у Зд’ (3) х 2(а +b) 7 
„Бе. s 2: 
= a.” S 
a ЗСА" -a’ 3 2 #7 
= l. 0.0 . Ea кый 
7. а) (0,0,4): (2) | y '8(A° у), O (у S 530 
: 5 
8. (0,0,4) 
9. (yt = Таар рь уе а pe lia. 
” 4 * 5° 7] z š 
j a 3 Е Р 
10. P MM, P Mb (М = 为 矩形 板 的 质量 )， 
8 ， ес => Ta 112% 
11. (1) —а. = у= = а ; 一 a р. 
(1) 385 (2) x=y=0,z 158 3 (3) 4540 
1 ула 
12. > M (М = та hp 为 圆柱 体 的 质量 ). 








R, + JR + a° R R 
r= [2G [n 2 a = 2 + : |.0, 
К, + К +a JR +a JSR +a 
I 1 
"| eT) | 
КЕ, +a SRi +a 


F, =F, =0, F, = -2mG[V (h-a) +R - /R +a +h]. 











` 习题 10 —5( # 184 页 ) 


1. 


> 


т 8 
(1) 75 (201; (3) 3 


(1) те» х(соѕ х -sin х) (1 +2sin 2х); (2) Zin (1 +x); 
x 





i 2 

I | , 

(3) In 2 Е + 3х2 arctan x” – 2хагсіап ху (4) 2ке" etn | ye "ay. 
x + | 


3/(х) +2xf'(x). 


(1) Tarcsin а; 


. 347 + 





т 








(2) к. A 提示 : 设 ep(a) = [ In( соѕ х +o ѕіп:х) іх,Г= ф(а). 
1 
5. (1) (1 +45) ;提示 :利用 公式 =- [ 一 下 
0 ] +x°y 


b c 
(2) arctan(1 +b) – агсіап(1 +a). 提示 :利用 公式 一 = | ray. 


总 习题 十 (第 185 页 ) 


1 - 4 T p4 1 a 
1. agi- (二 
2, (1) (G); (2) (AYs (3) (B). 
3 (1) Š + cos I +sin 1 ~ cos 2 —2sin 2; (2) т 2, 
l 3 4 TE >4 2 
a (4) TR +9nR. 
4. w f, dx fa, y)dy; mja a Кя, у) у; 


o) f к Kades рер х,у). 
5. №. 


| d6 [ 


ес ап Ө 


É а [| f(pcos 0,psin 0)pdo. 


c бїап Ө 


Ет asi 
f(pcos 0,psin 0)pdp + 1, do | f(pcos 0,psin 0)pdo + 


СА 


$ Жуз a S... S. 
Ол 3 
1 1 Pre 
8. |. ЕЖ: f(x,y,2) dz. 
250 


*10. (1) F(t) 在 (0,+% asa asuy (2) 略 . 


11. 5 Jab +b tea. 


12. (28 (R 为 圆 的 半径 ). 

















2 2 
14. F= (FF, F) JUN F, = 0 F 22600. КУЕ +. al 
ИС тк a R° + a` 
ра I. P 88 
| К R + a° 
3 

15, (0.6.2b). 

(0, 8 ) 
š 3M 
16. ш |... = ру 


第 十 一 


ШШ 


习题 11 -1( 第 193 页 ) 


l. КЕЎ = | uy), I = [их ,у)Фф; 


с fads fpr) ds 
[一 
[u(x,y) ds fends 
2. Mk. 
3. (15 2na”; 455.5, (83 2.055 +6 2-1); (4) e [2 +70) 一 总 
(5) C0 6 (6) 9; (т) 28, (8) 2т'а'(1 +27). 


A. Bts fE BE ГН E BLS BL oi T P. 
2 








5. {у = ата Ма? +k (За? +4120?) ; 
гу ke баі? ja -6mak’ z Alna’ +21) 
За +47 к’ За +4т k” За +4т k ` 


习题 11 -2( 第 203 页 ) 





1—2. 略 . 
56 T з 
з. (1) -7%; (2) - та, (3) 0; (ду =a; 
{у = aay (6 ih (7) >: (в) -15. 
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习题 答案 与 提示 











4. (1) 2; (2) 1; (з); (a) 22 
5. = |F |R. 
6. mg(z, – 2). 
PCs) Olay) Р(х, „ч! +2х0(х›у) ， 
7. (1) ds; (2) s; 
| 42, j | Л +402. 


(3) | [ V2x -x P(x,y) + (1-х) 0(х,у) 14 


8. [ P +2xQ ke a 


J1 +4x° +9y° 
习题 11 -3( 第 216 页 ) 


(2) 8. 


2. (1) Z na’; (2) 12m; (3) na. 


3. -т. 


4. C 为 椭圆 2x +y =l, ATEEN nl. 
5. 提示 :利用 面积 公式 4 = 5ф хау = ydx, 再 逐条 边 地 计算 此 曲线 积分 . 


6. (1) >: (2) 236; (3) 5. 


2 





in2 7 
; ; у. RAY 
1. (1) 12; (270; (3) 2: (4) 1 6 
1 2 1 2 2 а 
8. (1) 7% +2ху + y ; (2) ху; (3) -cos 2х • sin 3y; 
(4) ху+4х2у? – 12е +12уе’; (5) y`sin х + x cos у. 
9. W. 
* 3 z ë 4 3 2 2 2 1 | 
10. (1) х +3x у * Y =C; (2) a x - x y-— xy "ms = С; 
(3) xe -y =C; (4) xsin y + ycos x = С; 
l, , А 
(5) ху- зх = G; (6) 不 是 全 微分 方程 ; 
(7) p(1 +e”) =C; (8) 不 是 全 微分 方程 . 
ll. A= -1,u(xw,y) = -arc tan 二 +C. 
x 
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习题 答案 与 提示 





习题 11 -4( 第 222 页 ) 


l. 1 = Јо +z )р(х,у,2) 45. 





2—3. Е. 

4. (1) 22, (2) Pr; (3) Tr. 

Sa ay 57а, (2) 9m. 

6. (1) 4 М6; (2) -27, (3) mala -h); (4) za". 
7. 1106431). 

8. шата“ 

习题 11 -5( 第 231 页 ) 

1—2. W. 

3. ODR (Dim Op (O 

4. o Дзе 252и) ав, о |285 ts, 


习题 11 -6( 第 239 页 ) 
1. (1) За”; 7 (2) aa, (з) Ema’; (4) 81%; (5) — 


2 
“3, CGO (2) а(2-}; (3) 1087. 


`3. (1) divA=2x+2y+2z; (2) div A = ye” – xsin( xy) — 2xzsin ( xz’ ) ; 

(3) div À =2х. 
4. K. 
`5. 提示 : 取 液 面 为 x0Oy 面 ,z 轴 铅 直 向 下 . ИЖАУ Е (х,у, 2) b ta 
位 面积 上 所 受 液体 的 压力 为 ( — vazcos a, — zzceos B, – vazcos у), Ж и, 为 
液体 单位 体积 的 重力 ,cos acos B.cos y 为 点 (x*,y,z) 处 王 的 外 法 线 的 方向 
Ж ЖК. 


351° 





习题 11 -7( 第 248 页 ) 


1. H%. 

*2. (1) — mwa; (2) -2та(а+Ь); (3) -20m; (4) 97. 

“3. (1) rot A =2i +4j +6k; (2) rot A =і +]; 

(3) rot A = [ xsin ( cos z) — xy cos ( xz) ] í — ysin ( cos z)j + [yzcos (xz) 一 
x соѕ y ]k. 

(1)0; (2) -4. 

(1) 2т; (2) 127. 

略 . 

0. 


* # _ =# Yë + 
ч с мл + 


总 习题 十 一 (第 249 页 ) 
1. (1) | ( Pcos а + Qcos В + Ксоѕ y)ds , UJ In] Œ ; 


(2) | (Рсоѕ а + Qcos B + Ксоѕ у) 45, #5 [n] Œ. 





2. (G). 
24у? = 
3. (1) 2a’; (2) £ +1) 242 (3) -2та?; (аў Ls (5) Ta ; 
3 35 
V2 
(6) 167 


Н T уд 3 2 
4. (1) 2Tarctan R` (2) - 2% > (3) 2пА; (4) i5 


5. Jin (x? +y). 


6， 略 . 
с а 
п. (1) въ -i 
а 
8. (0,0,5). 
9. i. 
+10, 3, 
3 
LL, 可 
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习题 答案 与 提示 








第 十 二 


H 


习题 12 -1( 第 258 页 ) 


1+1 1+2 1+3 1+4 1+5 
+ + 











la Çl 5 = + = 十 ; 
ут. 152° 1+3" Jg +35" 
баз 1 1 3 15359 Пеи ат Ладобатай .. 
2 2-4 2:4:6 2.4.6.8 2:4:6:-8:-10 i 
ЖИ Ж» Е МИ. 
(3) š 


Eo 
1! 21 31 4! 51! 
ау 1121.31.41 3! 
( т д 3 4 s 





+ ... 


2. (1) 发 散 ; (2) 收敛 ; (3) 发 散 . 提示 : 先 乘 2sin 地, 再 将 一 般 项 分 解 为 


两 个 余弦 函数 之 差 ;，(4) 发 散 . 
3. (1) ИЖ; (2) 发 散 ; (3) REG; (4) 发散; (5) 收敛 . 
`4. (1) Э; (2) 发 散 ; (3) 收敛 ; (4) 发 散 . 


习题 12 -2( 第 271 页 ) 


1. (1) 发 散 ; (2) ЖШ; (3) 收敛 ; (4) 收敛 ; 
(5) a>1 BW ,а<1 时 发 散 . 
2. (1) 发 散 ; (2) 收敛 ; (3) 收敛 ; (4) 收敛 . 
“3. (1) Ш; (2) 收敛 ; (3) 收敛 ; 
(4) `4b <a 时 收敛 , 当 b>a 时 发 散 , 当 b=a 时 不 能 肯定 . 
4. (1) 收敛 ; (2) 收敛 ; (3) ЖШ; (4) Ш; (5) 发 散 ; (6) 发 散 . 
5. (1) ЖИ: (2) ЖА]; (3) 绝对 收敛; (4) 条 件 收敛 ; 
(5) 发 散 . 


习题 12 -3( 第 281 页 ) 
l. (1) (-1,1); (2)(-1,1); (3)(-®,+®); (4) ( -3,3); 


et (6) (—1,1); (1) (-42, 42); (8) (4,6). 


_ 1! _ 
(1-х)* 


(-1<х<1); 
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习题 答案 与 提示 





1 








(2) E H асап x -x (-1<х<1); 
(3) Zh # (-1<х<1). 

2 

x 3 
人 (-1<х<1). 


习题 12 -4( 第 289 页 ) 





РА 【全 一 


n=l 


(2) In(a +x) =]na+ > (一 了 和 HR д -а,а]; 


= У Ое) ( -=,+®); 





sw `2 i-i (2)2" 
(4) анъ © (-1) en 
e° (-1)"x" | 
(5) (1+x)ln(1 +x) =х + >: my ( -1,1]; 











(6) ps У (-1)' сс z) ,[ -1,1]. 
+ x° ) 
EO FO _ (2n)! 3 x 
3, (1) yr = 1+ (a 1) + y ( 2 (п!)? кй = 
[0,2]; 








| = (аж). (5+5) 
和 
1 < a (x-3) 
— = S 
"r 2, К 1) 3 (0,6). 
1 
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习题 答案 与 提示 





习题 12 -5( 第 298 页 ) 


. (1) 1.098 6; (2) 1.648; (3) 2.004 30; (4) 0.999 4. 


(1) 0.494 0; (2) 0.487. 


2n-1 























5? 1 3 x 
А = 2 =] 5 x Siaa TE EA 
(1) у= Cë + | жу ЫЕ + Ta |а 
à £ 2! 
РР 二 =s ў)": wal e 
(22 у=ае +a |: 和 |: 
Wd dd U U pica 
(3) у= С(1-х) += | +67 +0 + Py 十 |: 
(1) yst trt; ка жуа же; 
Кыты йк АШСА 
2 


ЕС B l > 
2 cos —x + е ( -œ <x< +). 


ЯС у(х) =e 2 3 


99 n 
z à пт х 

. e cos х = > 2°сов—=+—,‚(-=,+®). 
4 nl! 


п=0 


т 


== (1+1) 2( cos = + i зїп =) х. 
提示 :ereos х = Ве e+ = Ве е = +! ng) 


271 12 -6( 第 307 页 ) 


‚ (1) 取 正 整数 м l, 


-2 
E 

0, #20, 
O) s6) =] а 

1 +x ,X80; 


(2) 4 x#0 时 取 正 整数 N= , 当 x=0 时 取 N=1; 


In (1 +<) 


(3) #101) ож вова, |+ a] виса. 


3. (1) 一 致 收敛 ; (2) 不 一 致 收敛. 


4. 


B. 


习题 12 -7( 第 320 m) 


1. 


( -1 


1: cos nx,( -œ , +оо); 





(1) f(x) =т +1 +12 У 


п =] п 
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习题 答案 与 提示 











(2) few) = е |+ > CF (200s nx 一 nsin пх) |, 


n=l 


(x#(2n+1)m,n=0, +1, +2,=-); 
(3) Ла) =a У [к= 0 а) s CD (a +b) a, n}, 


n=l n T n 





(x#(2n+1)m,n=0,+1,+2,:-:). 





2. (1) 2sin 2 — (i уза -т,т); 
(2) f(x) ыз, 1 > — a к 
т T é n 


лег - ( -1)") |sin na -т,т). 


2 
] +n 


x | 2 £ < (= D _ 
3. cos = кс > , cos nx,[ —-т,т]. 


4. f(x) - > | 二 si п 0 A эп | їп nx (х=(2п+1)т,п=0, + 





s mis Y À in nx, (0,7]. 
n 











© р) 2 
6. = > [= tl || sin nx,[0,7n); 
22 = 24 + 8 У (1) cos пх, [0,7]. 
3 п=1 n 
7. Е. 


习题 12 —8( Ж 327 R) 








n+l 
L (1) Да) =ту+ ra cos 2nmx,( -œ , + о); 
; n 2 | пт 
L4 = 1 1-7-1 1) —2cos 7 
(2) f(x) = – — = na |908 "7х + 一 一 sin nmi |, 
Е пт 


ы k=0, +1, 








(3) AD = -到 + У [25 "Jon ЭШЕ 4.5 а чана 
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习题 答案 与 提示 








(ара Ту баб. 21, #2 у, 














和 
ë х = sin , 0 ,/ , 
2, (1) Ce) = =й? oh 1779 1 [0,/] 
; її г 1 2(2Е-1) тх 
,) === 'Os 0.1]; 
К у сүтүнө лер УЙ: 
8 æ бут 2 a 
олю = ® a p O lia, te, 
Waya Le и го уу 
3 KGA mn L 


С)" атй) a 


"3. f(x) =sh 1 s e (ж#2Ь+1, Бе, 1, £2) 








„25. nr) 
4 u(i) = L+ 2 У 2, in TT. os AT (о а), 
n=l 


总 习题 十 二 (第 327 页 ) 


1. (1) 必要 ,充分 ; (2) 充分 必要 ; (3) 收敛 ,发 散 . 
2. (A). 
3. ((›®Ж; (2) Ж; (3) ka; (4) 发 艇 ; 

(5) a<1 时 收敛 ,a >1 时 发 散 ,a=1 时 ,s >1 ЩЖ, s< 1 发 散 . 
4. K. 

А = ] < „ Í 1 

5. 不 一 定 . 考虑 多 = 8 | 

不 一 定 . 考虑 级 数 У (1% >| үт 
6. (1) p>1 时 绝对 收敛 ,0 <р<1 时 条 件 收敛 ,p<0 时 发 散 ; 

(2) xO; (3) 条 件 收敛 ; (4) 绝对 收敛. 
7. (13%; (2) 38. а.о" 

1 d = І 

8. (1) | ЖОГ, (2) | =): (3) 0-2,0); (4) (- 2 2. 


9. (1) ata) ТЕРЕЛ. yy. i A 
= 





(3) 0) =. (0,2); 


#3" 
1 
Еа -x),xe[ -1,0)U(0,1), 
x 
` (4) s(x) = 0 p= 


1, x = 1. 
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10. (1) 2e; (2) Leos 1 +sin 1). 提 示 : 利 用 cos 1 和 sin 1 的 展开 式 . 


1у ја 


2 = p Св = E 
11. (1) In(x+ Vx +1)=x+ 2. (-1) (21) 11 mg ElL]. 











= < dt 
提示 :利用 积分 | — 
б J el 
2) x"! =2 25. 
( = = Ў, св ‚хє ( ,2) 
е" –1 1 о ( =13%е" -1 „Се г т +1). 
. 12. f(x) Toe e > Миг s. Cos nx + = +1 sin п, 


-œ <х< + о Н хз пт, п= 0, +1, +2, :-: 


sin 





os nx, xe [0,А) О(А, т]. 


358 ° 


2008 年 度 普通 高 等 教育 精品 教材 


本 书 第 三 版 获 1997 年 普通 高 等 学 校 
司 家 级 教学 成 果 一 等 奖 


| 高 等 数学 第 七 版 上册 同济 大 学 数学 系 
ш 高 等 数学 第 七 版 下 册 同济 大 学 数学 系 


| 高 等 数学 附 册 学 习 辅 导 与 习题 选 解 同济 ， 第 七 版 同济 大 学 数学 系 


O 高 等 数学 习题 全 解 指南 上 册 同济 .第 七 版 同济 大 学 数学 系 
| 高 等 数学 习题 全 解 指南 下 册 同济 * 第 七 版 同济 大 学 数学 系 
] 工程 数学 一 一 线性 代数 第 六 版 同济 大 学 数学 系 


本 线性 代数 附 骨 学 习 辅导 与 习题 全 解 同济 第 六 版 。 同济 大 学 数学 系 
了] 工程 数学 一 概率 统计 简明 教程 第 二 版 同济 大 学 数学 系 
一 概率 统计 简明 教程 附 册 学 习 辅 导 与 习题 全 解 第 二 版 。 同济 大 学 数学 系 
O 工程 数学 一 新 编 统计 学 同济 大 学 数学 系 





et 


ОООО ЕЕ 


еъ | || | | 
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